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应用数学期望计算概率
合肥市第七中学 (230001) 李毅然

通常情况下,我们会通过随机变量的分布列计算随机变

量的期望,实际上,我们也可以反过来利用数学期望计算概

率.

问题 甲箱的产品中有 5个正品和 3个次品,乙箱的产

品中有 4个正品和 3个次品.

(1)从甲箱中任取 2个产品,求这 2个产品都是次品的概

率;

(2)若从甲箱中任取 2个产品放入乙箱中,然后再从乙箱

中任取 1个产品,求取出的这个产品是正品的概率.

参考答案解法:

(1) P{2个产品都是次品}= C2
3C
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.

(2)设事件 A为“从乙箱中取一个正品”,事件 B1 为“从

甲箱中取出 2个产品都是正品”,事件 B2 为“从甲箱中取出

1个正品, 1个次品”,事件 B3 为“从甲箱中取出 2个产品都

是次品”. 事件 B1,事件 B2,事件 B3 是样本空间 Ω的一个

分割.

P (B1) =
C0

3C
2
5

C2
8

=
5

14
, P (B2) =

C1
3C

1
5

C2
8

=
15

28
,

P (B3) =
C2

3C
0
5

C2
8

=
3

28
.

故 P (A|B1) =
2

3
, P (A|B2) =

5

9
, P (A|B3) =

4

9
. 所以

P (A) =P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2)
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对于本题的第二小问可以有更一般、更简洁的做法,我

们先证明如下引理.

(2)证明: x1 · x3 · x5 · · ·x2n−1 <

√
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1 + xn
.

该题目第二问所证为: 1
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将缺项补齐得:
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则由糖水不等式有 P < Q 且 P · Q =
1

2n+ 1
, 于是
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,所以
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仿照以上手法,我们还可以考虑取三项中的一项: 因为
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则由糖水不等式有 P < Q < R 且 P · Q · R =
1

3n+ 1
,

于是 P 3 < P · Q · R =
1
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, 所以 P <
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,从而得到

(1 + 1)(1 +
1

4
)(1 +

1

7
) · · · (1 + 1

3n− 2
) > 3

√
3n+ 1.

波利亚曾指出:“好问题同某种蘑菇有些相像,它们都成

堆地生长,找到一个以后,你应当在周围找找,很可能附近就

有好几个. ”利用这种手法,还可以得到一连串的不等式群,

读者不妨一试!

例 6 求证: 当 n > 2, n ∈ N∗ 时
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证明 由糖水不等式 2, 有 n2 − 1
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从上述问题看到,对于涉及到分式的大小或不等式问题,

可以观察所给分式的特征,考虑利用糖水不等式进行适当放

缩来处理,这往往能够达到意想不到的效果!
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引理 袋中装有 N 只球,其中白球数为随机变量,其数

学期望为 n (n是实数),则从该袋中摸一球得到白球的概率

为
n

N
.

证明 记 X 为袋中的白球数,则由题设得 n = E(X) =
N∑

k=0

kP{X = k}. 再由全概率公式可得

P{摸一球为白球}=
N∑

k=0

P{X=k}P{摸一球为白球|X=k}

=

N∑
k=0

P{X = k} k

N
=

1

N

N∑
k=0

kP{X = k} =
1

N
E(X) =

n

N
.

这个引理告诉我们可以利用数学期望来计算一些概率

问题,实际上利用该引理及递推公式可以解决一些很复杂的

古典概型概率计算问题.

对于开头的问题的第二小问,我们可以有如下解法.

解 设从甲箱中取出的正品数为X ,乙箱的正品数为 Y ,

则显然有 Y = X + 4. 易知X 服从超几何分布,

E(X) = 2× 5

8
=

5

4
, E(Y ) = E(X + 4) =

5

4
+ 4 =

21

4
.

由引理可知 P (A) =
E(Y )

4 + 3 + 2
=

7

12
. 这与参考答案的结果

一致. 再来看几个复杂的例子.

例 1 甲袋中有 a只白球, b只黑球. 乙袋中有 α只白球,

β 只黑球. 现在从甲袋中随机摸出 c(c 6 a + b)只球放入乙

袋中,求从乙袋中再摸一球为白球的概率.

解 记X 为从甲袋中所摸 c只球中的白球数,则X 服从

超几何分布,且 E(X) =
ca

a+ b
. 此时乙袋中共有 α + β + c

只球,其中白球数 α+X 是一个随机变量. 由引理可得

P{从乙袋中再摸一球是白球}

=
E(α+X)

α+ β + c
=

α+ E(X)

α+ β + c

=
1

α+ β + c
(α+

ca

a+ b
).

例 1是前述问题的推广.

例 2 甲袋中有 a只白球 b只黑球,乙袋中有 c只白球 d

只黑球. 从两袋中各摸出一球,并交换放入另一袋中,这样做

了 n次之后,再从甲袋中摸出一球,求这球是白球的概率.

解 设 Xi, Yi 分别表示交换 i次后甲、乙两袋中的白球

数,显然有Xi + Yi = a+ c. 用 ξi, ηi 分别表示第 i次的交换

情况

ξi =

■■■ 1,第i次从甲袋摸出一只白球,

0,第i次从甲袋摸出一只黑球,
i = 1, 2, · · · , n;

ηi =

■■■ 1,第i次从乙袋摸出一只白球,

0,第i次从乙袋摸出一只黑球,
i = 1, 2, · · · , n.

易知Xi = Xi−1−ξi+ηi,E (Xi) = E (Xi−1)−E (ξi)+

E (ηi). 由引理可知 E (ξi) = P{第 i 次从甲袋摸出一

只白球}= E (Xi−1)

a+ b
, E (ηi) =

E (Yi−1)

c+ d
. 又 E (Xi−1) +

E (Yi−1) = a + c,于是可得 E (ηi) =
a+ c− E (Xi−1)

c+ d
,从

而得到递推公式

E (Xi) =
a+ c

c+ d
+ E (Xi−1) (1−

1

a+ b
− 1

c+ d
),

E (X0) = a,从而求得

E (Xn) =
(a+ c)(a+ b)

a+ b+ c+ d
+

ad− bc

a+ b+ c+ d
(1− 1

a+ b
− 1

c+ d
)n.

由引理可得欲求的概率为

E (Xn)

a+ b
=

a+ c

a+ b+ c+ d

+
ad− bc

(a+ b+ c+ d)(a+ b)
(1− 1

a+ b
− 1

c+ d
)n.

利用例 2可以很容易解决 2020年江苏高考理科卷的最

后一题.

例 3 (2020年高考江苏理科卷)甲口袋中装有 2个黑球

和 1个白球,乙口袋中装有 3个白球. 现从甲、乙两口袋中各

任取一个球交换放入另一口袋,重复 n次这样的操作,记甲

口袋中黑球个数为Xn,恰有 2个黑球的概率为 pn,恰有 1个

黑球的概率为 qn.

(1)求 p1, q1 和 p2, q2.

(2)求 2pn + qn与 2pn−1 + qn−1的递推关系式和Xn的

数学期望 E(Xn)(用 n表示).

解 (1) 略. (2) 易知 E(Xn) = 2pn + qn, 由例 2 可以

得到 E (Xn) =
1

3
E (Xn−1) +

2

3
, 结合第一小问可以得出

E (X1) =
4

3
,进而得到 E (Xn) = 1 + (

1

3
)n. 参考答案的解

法思路是分别考虑 pn, qn 的递推关系式,得到两个双线性递

推关系进行求解,相对繁琐一些.

很多时候我们总是利用随机变量的分布列来求它的期

望,现在从前面的例子可以看出有时也可以反过来利用期望

来求一些概率.
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