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博饼游戏中骰子投掷次数的概率分布与数学期望
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［摘要］ 用马尔可夫链的方法研究博饼游戏中骰子投掷次数的概率分布和数学期望， 得到它们的精确

值。 且通过数值拟合发现， 骰子投掷次数近似服从对数正态分布。
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０　 引言
游戏从一开始就伴随着人类文明的发展史， 最简单的游戏中都可能蕴含着基本的数学原理［１ － ２］。

从最原始的赌博游戏到现在各种复杂的电脑手机游戏， 游戏的持续时间一直是人们关注的焦点。 对于

游戏的持续时间现在已发展了一系列研究方法， 如马尔科夫链方法［３］、 鞅方法［４］等。
中秋博饼是流行于闽南厦漳泉以及台湾、 东南亚地区的一项民俗活动［５］。 传统的 “博饼” 活动

设有大小不同、 形态各异的月饼作为奖品， 分为 ６ 个等级， 由高到低分别设 “状元” １ 个、 “对堂”
２ 个、 “三红” ４ 个、 “四进” ８ 个、 “二举” １６ 个、 “一秀” ３２ 个。 全套月饼共 ６３ 块， 称为 “会
饼”。 当前在闽南地区比较通用的获奖规则如下： １） 状元， ６ 枚骰子中出现 ５ 个以上相同点数或有 ４
个以上为 ４ 点； ２） 对堂， ６ 枚骰子的点数恰好为 １， ２， ３， ４， ５， ６； ３） 三红， ６ 枚骰子 中出现 ３
个 ４ 点； ４） 四进， ６ 枚骰子中出现 ４ 个相同的不为 ４ 的点数； ５） 二举， ６ 枚骰子中出现 ２ 个 ４ 点；
６） 一秀， ６ 枚骰子中出现 １ 个 ４ 点； ７） 罚黑， 若结果不符合以上任何一个条 件， 则称为罚黑， 不

取得任何奖品。 获奖等级采取就高不就低原则。 根据以上规则， 可以计算出各个等级的获奖概
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率［６ － ８］， 即： 罚黑为 １４ ３００ ／ ４６ ６５６， 状元为 ５６１ ／ ４６ ６５６， 对堂为 ７２０ ／ ４６ ６５６， 三红为 ２ ５００ ／ ４６ ６５６，
四进为 １ ８７５ ／ ４６ ６５６， 二举为 ９ ３００ ／ ４６ ６５６， 一秀为 １７ ４００ ／ ４６ ６５６。 本文研究博饼游戏的持续时间分

布问题， 在这个游戏中， 持续时间与游戏中投掷骰子的次数成正比。 经查阅文献， 发现此问题与概率

统计学中著名的 “赌徒输光” ［９ － １３］问题有相通之处。 因此， 本文应用马尔可夫链方法， 通过计算机编

程计算， 获得了投掷次数为 ８００ 以内的概率分布， 发现该分布可以用对数正态分布进行拟合， 并进一

步给出了精确计算数学期望的方法， 获得了数学期望的精确有理数表示。

１　 符号说明
为叙述方便， 引入以下符号： 设 Ａ０， Ａ１， Ａ２， Ａ３， Ａ４， Ａ５， Ａ６ 分别表示随机事件 “罚黑”、 “状

元”、 “对堂”、 “三红”、 “四进”、 “二举”、 “一秀”， 记 ｐ ｊ ＝ Ｐ（Ａ ｊ）， ｊ ＝ ０， １， …， ６ 。 一局游戏刚开

始时， 各类奖品都未分发出去， 随着游戏的进行， 剩余奖品数越来越少， 直至所有奖品分发完毕， 游

戏结束。 定义状态向量 （ ｉ１， ｉ２， ｉ３， ｉ４， ｉ５， ｉ６ ）， 其分量 ｉ１， ｉ２， ｉ３， ｉ４， ｉ５， ｉ６ 分 别表示状元、 对

堂、 三红、 四进、 二举、 一秀奖项的剩余奖品数， 则状态空间 Ｔ ＝ ｛（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）│０ ≤ ｉ１ ≤ １，
０ ≤ ｉ２ ≤２，０ ≤ ｉ３ ≤４，０ ≤ ｉ４ ≤８，０ ≤ ｉ５ ≤１６，０ ≤ ｉ６ ≤３２，ｉ１，…，ｉ６ 为整数｝ 。 易知， 状态空间包含

１５１ ４７０ （２ × ３ × ５ × ９ × １７ × ３３） 个状态点， 游戏初始状态为（１，２，４，８，１６，３２）， 游戏结束状态为（０，
０，０，０，０，０）。

由博饼游戏的规则可知， 某个时刻的状态只依赖于前一个时刻的状态， 从当前状态转移到其他状

态或自身都有确定的概率。 因此， 奖品剩余状态向量构成一个典型的离散马尔可夫过程， 即马尔可夫

链。 从一个状态经过一步转移可达到的状态称为该状态的一步可达状态。

２　 投掷次数的概率分布
２. １　 概率分布的计算算法

定义随机事件 Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ 表示 “剩余奖品状态为 （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） 到游戏结束还需要的骰子

投掷次数不超过 ｋ” 的随机事件， 其中 （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ∈ Ｔ，ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ 发生的概率

记为 ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ ＝ Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ ） 。
设随机变量 Ｚ 表示一局游戏需要的投掷次数。 一局游戏开始， 所有奖品都未分发， 所以有：

Ｐ｛Ｚ ≤ ｋ｝ ＝ Ｐ（Ｂ（１，２，４，８，１６，３２）
ｋ ） ＝ ｐ（１，２，４，８，１６，３２）

ｋ 。 （１）
　 　 考虑 ｋ ＝ ０ 的情形。 显然， 只有当奖品全分完时， 才不需要投掷骰子， 所以有：

ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
０ ＝

１， ｉ１ ＝ ｉ２ ＝ ｉ３ ＝ ｉ４ ＝ ｉ５ ＝ ｉ６ ＝ ０，
０， ｉ１ ＋ ｉ２ ＋ ｉ３ ＋ ｉ４ ＋ ｉ５ ＋ ｉ６ ＞ ０。{ （２）

　 　 再考虑 ｋ ＞ ０ 的情形。 在奖品剩余状态为（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）时， 设想第 １ 次的投掷结果必定为事

件 Ａｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，６） 中的某一个发生， 显然事件 Ａｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，６） 两两互不相交， 它们构成样本空间

的一个完备事件组， 有全概率公式为：

ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ ＝ Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ ） ＝ ∑
ｊ ＝ ６

ｊ ＝ ０
Ｐ（Ａ ｊ）Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ Ａ ｊ）。 （３）

　 　 如果投掷结果是事件 Ａ０ （罚黑） 发生， 则奖品剩余状态不会改变， 因为已经掷了一次骰子， 则

剩下的投掷次数不能超过 ｋ － １。 因此 Ａ０ 发生的条件下事件 Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ 发生的概率为：

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ０） ＝ Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ） ＝ ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ 。 （４）

　 　 如果投掷结果是事件 Ａ ｊ（１ ≤ ｊ ≤６） 发生， 为论述方便， 不失一般性， 假设 ｊ ＝ １。 分成 ２ 种情况：
１） 如果此前状元奖品还有剩余， 即 ｉ１≥１， 则奖品剩余状态变为 （ ｉ１ － １， ｉ２， ｉ３， ｉ４， ｉ５， ｉ６）； ２） 如

果此前状元奖品已分完， 即 ｉ１ ＝ ０， 奖品剩余状态为（０，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）， 此时玩家无奖可领， 奖品剩余
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状态不变， 仍然为 （０，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）。 因此， Ａ１ 发生的条件下事件 Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ 发生的概率为：

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ１） ＝

Ｐ（Ｂ（ ｉ１－１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ ） ＝ ｐ（ ｉ１－１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ， ｉ１ ≥１，

Ｐ（Ｂ（０，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ ） ＝ ｐ（０，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ， ｉ１ ＝ ０。{ （５）

　 　 为表达简洁， 引进记号■ ｉ」 （注意： 此记号在某些场合表示向下取整， 但此处并非如此），■ ｉ」 ＝
ｉ，ｉ≥ ０，
０，ｉ ＜ ０。{ 则式 （５） 可写为：

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ１） ＝ ｐ（■ ｉ１－１」，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ 。 （６）
　 　 类似地分析， 有：

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ２） ＝ ｐ（ ｉ１，■ ｉ２－１」，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ， （７）

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ３） ＝ ｐ（ ｉ１，ｉ２，■ ｉ３－１」，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ， （８）
Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ Ａ４） ＝ ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，■ ｉ４－１」，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ ， （９）

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ５） ＝ ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，■ ｉ５－１」，ｉ６）

ｋ－１ ， （１０）

Ｐ（Ｂ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ Ａ６） ＝ ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，■ ｉ６－１」）

ｋ－１ 。 （１１）
　 　 将式 （４） 和式 （６） ～ 式（１１） 代入式 （３）， 得：

ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ ＝ ｐ０ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ＋ ｐ１ｐ（■ ｉ１－１」，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ ＋ ｐ２ｐ（ ｉ１，■ ｉ２－１」，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ＋

ｐ３ｐ（ ｉ１，ｉ２，■ ｉ３－１」，ｉ４，ｉ５，ｉ６）
ｋ－１ ＋ ｐ４ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，■ ｉ４－１」，ｉ５，ｉ６）

ｋ－１ ＋ ｐ５ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，■ ｉ５－１」，ｉ６）
ｋ－１ ＋

ｐ６ｐ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，■ ｉ６－１」）
ｋ－１ 。

（１２）

　 　 对任意正整数 ｋ， 要计算式 （１）， 只需以式 （２） 为初始条件， 按式 （１２） 进行迭代即可， 具体

算法可描述为算法 １。
算法 １　 计算累计概率分布： Ｐ｛Ｚ ≤ ｋ｝，ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｋ。
Ｉｎｐｕｔ： 转移概率 ｐ０，ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４，ｐ５，ｐ６，正整数 Ｋ。
Ｏｕｔｐｕｔ： Ｐ｛Ｚ ≤ ｋ｝ ＝ Ｐ（ｋ），ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｋ。
预分配 ２ 个 ６ 维数组 Ｐ１、Ｐ２ 和一个 １ 维数组 Ｐ；
初始化： Ｐ１（０，０，０，０，０，０） ← １，Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６ ） ← ０， 其他；
Ｐ（０） ← Ｐ１（１，２，４，８，１６，３２）；
ｆｏｒ ｋ ← １，ｋ ＜ ＝ Ｋ，ｋ ＋ ＋ ｄｏ

ｆｏｒ ｅａｃｈ （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ∈ Ｔ ｄｏ
Ｐ２（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ← ｐ０Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ１Ｐ１（■ ｉ１ － １」，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋
ｐ２Ｐ１（ ｉ１，■ ｉ２ － １」，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ３Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，■ ｉ３ － １」，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ４Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，■ ｉ４ － １」，ｉ５，ｉ６） ＋
ｐ５Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，■ ｉ５ － １」，ｉ６） ＋ ｐ６Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，■ ｉ６ － １」）；

ｅｎｄ
Ｐ（ｋ） ← Ｐ２（１，２，４，８，１６，３２）；
ｆｏｒ ｅａｃｈ （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ∈ Ｔ ｄｏ
Ｐ１（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ← Ｐ２（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６ ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

２. ２　 概率分布的计算结果

对给定的正整数 Ｋ， 按节 ２. １ 方法计算 Ｚ 在 ｛０， １， ２， …， Ｋ｝ 上的概率分布。 由于状态空间中

的元素数目多达 １５１ ４７０， 需计算机编程计算。 以下是 Ｋ ＝ ８００ 的计算结果。
表 ２ 是 Ｚ 的累计概率分布表。 从表 ２ 中可以看出， 投掷数不超过 ２２０ 的概率为 ０. ５２２ ０６７， 而投

掷数不超过 ６４０ 的概率高达 ０. ９９９ ０３１。 由 Ｚ 的累积概率分布， 很容易计算 Ｚ 取某个整数值的概率

·５５５·
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Ｐ｛Ｚ ＝ ｋ｝ ＝ Ｐ｛Ｚ ≤ ｋ｝ － Ｐ｛Ｚ ≤ ｋ － １｝。
表 ２　 投掷次数 Ｚ 的累积概率分布表（ Ｐ ｛Ｚ ≤ ｋ｝ ）

Ｔａｂ. ２　 Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｚ（Ｐ ｛Ｚ ≤ ｋ｝）

ｋ ０ １００ ２００ ３００ ４００ ５００ ６００ ７００

０ ０ ０. ００５ ７５７ ０. ４０６ ７０２ ０. ８４４ ４２２ ０. ９６９ ３７３ ０. ９９３ ３３３ ０. ９９８ ３４１ ０. ９９９ ５６４

５ ０ ０. ０１０ ９０３ ０. ４３６ １４１ ０. ８５６ ２５４ ０. ９７１ ７３３ ０. ９９３ ７９６ ０. ９９８ ４４９ ０. ９９９ ５９２

１０ ０ ０. ０１７ ８１７ ０. ４６５ ２７５ ０. ８６７ ２６５ ０. ９７３ ９０１ ０. ９９４ ２２５ ０. ９９８ ５５０ ０. ９９９ ６１９

１５ ０ ０. ０２６ ３９６ ０. ４９３ ９６０ ０. ８７７ ４９７ ０. ９７５ ８９３ ０. ９９４ ６２３ ０. ９９８ ６４５ ０. ９９９ ６４３

２０ ０ ０. ０３６ ６０９ ０. ５２２ ０６７ ０. ８８６ ９９２ ０. ９７７ ７２４ ０. ９９４ ９９２ ０. ９９８ ７３３ ０. ９９９ ６６６

２５ ０ ０. ０４８ ５０３ ０. ５４９ ４８３ ０. ８９５ ７９３ ０. ９７９ ４０８ ０. ９９５ ３３４ ０. ９９８ ８１５ ０. ９９９ ６８７

３０ ０ ０. ０６２ １５１ ０. ５７６ １１２ ０. ９０３ ９３９ ０. ９８０ ９５７ ０. ９９５ ６５１ ０. ９９８ ８９２ ０. ９９９ ７０７

３５ ０ ０. ０７７ ６１１ ０. ６０１ ８７４ ０. ９１１ ４７２ ０. ９８２ ３８１ ０. ９９５ ９４６ ０. ９９８ ９６４ ０. ９９９ ７２６

４０ ０ ０. ０９４ ９０５ ０. ６２６ ７０１ ０. ９１８ ４３０ ０. ９８３ ６９２ ０. ９９６ ２２０ ０. ９９９ ０３１ ０. ９９９ ７４４

４５ ０ ０. １１４ ０１２ ０. ６５０ ５４３ ０. ９２４ ８５３ ０. ９８４ ８９８ ０. ９９６ ４７４ ０. ９９９ ０９４ ０. ９９９ ７６０

５０ ０ ０. １３４ ８６８ ０. ６７３ ３６２ ０. ９３０ ７７６ ０. ９８６ ０１０ ０. ９９６ ７１１ ０. ９９９ １５３ ０. ９９９ ７７５

５５ ０ ０. １５７ ３７２ ０. ６９５ １３３ ０. ９３６ ２３４ ０. ９８７ ０３３ ０. ９９６ ９３１ ０. ９９９ ２０７ ０. ９９９ ７９０

６０ ０ ０. １８１ ３９３ ０. ７１５ ８４１ ０. ９４１ ２６２ ０. ９８７ ９７７ ０. ９９７ １３５ ０. ９９９ ２５８ ０. ９９９ ８０３

６５ ０． ０００ ０００ ０. ２０６ ７７３ ０. ７３５ ４８３ ０. ９４５ ８８９ ０. ９８８ ８４７ ０. ９９７ ３２６ ０. ９９９ ３０６ ０. ９９９ ８１６

７０ ０． ０００ ０００ ０. ２３３ ３３６ ０. ７５４ ０６４ ０. ９５０ １４６ ０. ９８９ ６５０ ０. ９９７ ５０３ ０. ９９９ ３５１ ０. ９９９ ８２７

７５ ０． ０００ ０００ ０. ２６０ ８９４ ０. ７７１ ５９７ ０. ９５４ ０６２ ０. ９９０ ３９１ ０. ９９７ ６６９ ０. ９９９ ３９３ ０. ９９９ ８３８

８０ ０. ０００ ０１４ ０. ２８９ ２４９ ０. ７８８ １０２ ０. ９５７ ６６２ ０. ９９１ ０７５ ０. ９９７ ８２２ ０. ９９９ ４３２ ０. ９９９ ８４９

８５ ０. ０００ １４３ ０. ３１８ ２０２ ０. ８０３ ６０５ ０. ９６０ ９７１ ０. ９９１ ７０８ ０. ９９７ ９６６ ０. ９９９ ４６８ ０. ９９９ ８５８

９０ ０. ０００ ７４７ ０. ３４７ ５５５ ０. ８１８ １３６ ０. ９６４ ０１２ ０. ９９２ ２９２ ０. ９９８ １００ ０. ９９９ ５０３ ０. ９９９ ８６７

９５ ０. ００２ ４３９ ０. ３７７ １１６ ０. ８３１ ７２９ ０. ９６６ ８０６ ０. ９９２ ８３３ ０. ９９８ ２２４ ０. ９９９ ５３５ ０. ９９９ ８７６

　 　 因为奖品总数为 ６３， 所以对 ｋ ＜ ６３， Ｐ ｛Ｚ ＝ ｋ｝＝ ０。 特别地， ６３ 个奖品恰好只用 ６３ 次就瓜分完毕

的概率 Ｐ｛Ｚ ＝ ６３｝ ＝ ６３！ ／ （１！２！４８！１６！３２！）ｐ１
１ｐ２

２ｐ４
３ｐ８

４ｐ１６
５ ｐ３２

６ ≈３. ６４ × １０ －１５ ， 与上述算法的计算结果是一

致的。
定义概率最大的投掷次数为最可能出现的投掷次数， 则最可能出现的投掷次数为 １９６， 其概率

Ｐ ｛Ｚ ＝ １９６｝ ＝ Ｐ｛Ｚ≤１９６｝－ Ｐ｛Ｚ≤１９５｝＝ ０. ００５ ９２０ ８９０， 即 １ ０００ 局游戏中大约会出现 ６ 局是以 １９６ 次

投掷次数结束游戏的。
２. ３　 投掷次数 Ｚ 的拟合分布

投掷次数 Ｚ 的概率分布表虽已得出， 但使用起来有些不便， 能否使用已知的概率分布对其进行

拟合呢？
图 １ 是投掷次数 Ｚ 的概率分布图。 由图 １ｂ 可以看出， Ｚ 的分布是一种偏态分布， 分别选择 Γ⁃分布

和对数正态分布对 Ｚ 的概率分布用最小二乘法进行拟合， 得出相应的参数。 拟合效果见图 ２， 其中 Γ⁃分
布的形状参数 α ＝９. ２８９， 尺度参数 β ＝２４. ６０３， 对数正态分布的参数 μ ＝ ５. ３７７ ８， σ ＝ ０. ３２８ ４。 从拟合

效果来看， 显然对数正态分布要优于 Γ⁃分布。 容易计算该对数正态分布的数学期望为 ２２８. ５４３， 方差为

５ ９４７. ９９０， 可作为 Ｚ 的数学期望 Ｅ（Ｚ） 和方差 Ｖａｒ （Ｚ） 近似值， 即平均要投 ２２８. ５４３ 次就可将奖品分配

完毕。

·６５５·
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图 1 投掷次数 Z 的概率分布图

Fig.1 Probability distribution curve of Z
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图 2 投掷次数 Z 的拟合概率分布图

Fig.2 Fitted probability distribution curves of Z
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３　 投掷次数的数学期望
本节考虑 Ｅ（Ｚ） 的精确计算问题。 设奖品剩余状态为 （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） 时还需要的投掷次数的数

学期望为 Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ， 类似节 ２. １ 的分析可得：
Ｅ（０，０，０，０，０，０） ＝ ０， （１３）

Ｅ（ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＝ １ ＋ ｐ０Ｅ（ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ１Ｅ（■ｉ１－１」，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ２Ｅ（ｉ１，■ｉ２－１」，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋

ｐ３Ｅ（ｉ１，ｉ２，■ｉ３－１」，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ４Ｅ（ｉ１，ｉ２，ｉ３，■ｉ４－１」，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ５Ｅ（ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，■ｉ５－１」，ｉ６） ＋ ｐ６Ｅ（ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，■ｉ６－１」）。
（１４）

　 　 由式 （１４） 可以解出 Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） 。 例如， 当 ｉ１， ｉ２， ｉ３， ｉ４， ｉ５， ｉ６ 全大于 ０ 时， 有：

Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＝
１ ＋ ｐ１Ｅ（ ｉ１－１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ２Ｅ（ ｉ１，ｉ２－１，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋

　 ｐ３Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３－１，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ＋ ｐ４Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４－１，ｉ５，ｉ６） ＋

　 　 ｐ５Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５－１，ｉ６） ＋ ｐ６Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６－１）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１ － ｐ０）。 （１５）

　 　 当 （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） 中出现 ０ 时， 不失一般性， 假设 ｉ１ ＝ ｉ３ ＝ ｉ５ ＝ ０， ｉ２， ｉ４， ｉ６ ＞ ０， 有：
Ｅ（０，ｉ２，０，ｉ４，０，ｉ６） ＝ （１ ＋ ｐ２Ｅ（０，ｉ２－１，０，ｉ４，０，ｉ６） ＋ ｐ４Ｅ（０，ｉ２，０，ｉ４－１，０，ｉ６） ＋

ｐ６Ｅ（０，ｉ２，０，ｉ４，０，ｉ６－１）） ／ （１ － ｐ０ － ｐ１ － ｐ３ － ｐ５）。
（１６）

　 　 由式 （１５）～ 式（１６） 可见， 状态点 （ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） 处的数学期望可以由一步可达状态点的数学

期望递推算出， 为此将状态空间 Ｔ 分层， 对整数 ０≤ｋ≤６３， 定义

Ｔｋ ＝ ｛（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６） ∈ Ｔ ｉ１ ＋ ｉ２ ＋ ｉ３ ＋ ｉ４ ＋ ｉ５ ＋ ｉ６ ＝ ｋ｝。 （１７）
　 　 显然， Ｔ０ ＝ ｛（０，０，０，０，０，０）｝，Ｔ６３ ＝ ｛（１，２，４，８，１６，３２）｝ ， Ｔｋ 中的状态点的一步可达状态点一定

·７５５·
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在 Ｔｋ － １中， 计算 Ｅ（Ｚ） ＝ Ｅ（１，２，４，８，１６，３２） 的精确值的算法为算法 ２。
算法 ２　 计算 Ｅ（Ｚ） ＝ Ｅ（１，２，４，８，１６，３２）。
输入参数： ｐ０，ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４，ｐ５，ｐ６；
初始化：Ｅ（０，０，０，０，０，０） ← ０；
按式（１７） 构造 Ｔｋ，ｋ ＝ ０，１，…，６３；
ｆｏｒ ｋ←１， ｋ ＜ ＝ ６３， ｋ ＋ ＋ ｄｏ

ｆｏｒ ｅａｃｈ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）∈ Ｔｋ ｄｏ
由式 （１４） 计算 Ｅ（ ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６）

ｅｎｄ
ｅｎｄ
输出： Ｅ（１，２，４，８，１６，３２）。
按算法 ２ 用数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 编程， 计算得到 Ｅ（Ｚ） 的精确值为：

Ｅ（Ｚ） ＝ （７２９ ２８２ １２４ … ２１４ ４７７ ８８９） ／ （３ １９１ １５０ … ８０７ ０４０ ０００）。 （１８）
式 （１８） 中分子为 ４ ７７０ 位整数， 分母为 ４ ７６８ 位整数。 由于篇幅所限， 中间数位的数字略去。 保留

六位小数为： Ｅ（Ｚ） ＝ （７２９ ２８２ １２４ … ２１４ ４７７ ８８９） ／ （３ １９１ １５０ … ８０７ ０４０ ０００） ≈ ２２８. ５３２ ６９８， 与用

对数正态分布计算的结果相比较， 二者之间只差 ０. ０１， 再一次说明对数正态分布能很好地拟合投掷

次数的概率分布。
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