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　　随机变量的数学期望和方差是高中数学概率统

计的重要内容．本文通过探究得到了随机变量的数学

期望和方差的一些性质．

１　数学期望

若离散型随机变量X 的概率分布为P(X＝xi)＝

pi,i＝１,２,􀆺,n,其中 pi ≥０,i＝１,２,􀆺,n 且

∑
n

i＝１
pi＝１,则X 的数学期望为E(X)＝∑

n

i＝１
xipi．

连续型随机变量X 的概率密度函数为f(x),若

∫
＋∞

－∞
|x|f(x)dx ＜ ∞,则X 的数学期望为

E(X)＝∫
＋∞

－∞
xf(x)dx．

注:若离散型随机变量X 有无穷多个取值,且其

概率分布为P(X＝xi)＝pi,i＝１,２,３,􀆺,其中pi≥

０,i＝１,２,３,􀆺,且 ∑
∞

i＝１
pi＝１,若∑

∞

i＝１
|xi|pi ＜ ∞,则

X 的数学期望为E(X)＝∑
∞

i＝１
xipi．

２　方差和协方差

随机变量X 的数学期望为E(X),若E((X－
E(X))２)存在,则X 的方差为

D(X)＝E((X－E(X))２)．
随机变量X,Y 的数学期望分别为E(X),E(Y),

若E((X－E(X))(Y－E(Y)))存在,则X,Y 的协方

差为cov(X,Y)＝E((X－E(X))(Y－E(Y)))．特别

地,cov(X,X)＝D(X)．

３　基本性质

随机变量的数学期望、方差和协方差具有以下性质．
性质 １　E (X ＋Y)＝E (X )＋E (Y),

E(aX＋b)＝aE(X)＋b．
推论１　∀ci∈R,i＝１,２,􀆺,n,n∈N∗ 有

E (∑
n

i＝１
ciXi)＝∑

n

i＝１
ciE(Xi)．

性质２　D(X)＝E(X２)－(E(X))２,D(aX＋
b)＝a２D(X)．

性质３　cov(X,Y)＝cov(Y,X),cov(aX＋bY,

Z)＝acov(X,Z)＋bcov(Y,Z),a,b∈R．
性质４　cov(X,Y)＝E(XY)－E(X)E(Y),

D(X＋Y)＝D(X)＋D(Y)＋２cov(X,Y)．
证明　由推论１得

cov(X,Y)＝E((X－E(X))(Y－E(Y)))＝
E(XY－E(Y)X－E(X)Y＋E(X)E(Y))＝

E(XY)－E(Y)E(X)－E(X)E(Y)＋E(X)E(Y)＝
E(XY)－E(X)E(Y),

D(X＋Y)＝E((X＋Y－E(X＋Y))２)＝
E((X－E(X)＋Y－E(Y))２)＝E((X－E(X))２＋

(Y－E(Y))２＋２(X－E(X))(Y－E(Y)))＝
E((X－E(X))２)＋E((Y－E(Y))２)＋

２E((X－E(X))(Y－E(Y)))＝
D(X)＋D(Y)＋２cov(X,Y)．

推论２　D(X＋Y)＋D(X－Y)＝２(D(X)＋
D(Y)),D(X＋Y)－D(X－Y)＝４cov(X,Y)．

性质５　若X,Y 相互独立,则

E(XY)＝E(X)E(Y),cov(X,Y)＝０,

D(X＋Y)＝D(X)＋D(Y)．
证明　假设X,Y 都是离散型随机变量,X 的概

率分布为P(X＝xi)＝pi,i＝１,２,􀆺,n,Y 的概率分

布为P(Y＝yj)＝qj,j＝１,２,􀆺,m．
由X,Y 相互独立得

P(X＝xi,Y＝yj)＝P(X＝xi)P(Y＝yj)＝piqj,

i＝１,２,􀆺,n,j＝１,２,􀆺,m,
则

E(XY)＝∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
xiyjP(X ＝xi,Y＝yj)＝

∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
xiyjpiqj ＝ (∑

n

i＝１
xipi)(∑

n

j＝１
yjqj)＝E(X)E(Y)．

　　对于其他情形同理可证E(XY)＝E(X)E(Y)．
由性质４得cov(X,Y)＝０,D(X＋Y)＝D(X)＋

D(Y)．
８４
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推论３　若X１,X２,􀆺,Xn(n∈N∗ ,n≥２)相互

独立,则∀ci∈R,i＝１,２,􀆺,n,有

D(∑
n

i＝１
ciXi)＝∑

n

i＝１
c２

iD(Xi)．

４　其他性质

性质６　若X≤Y,则E(X)≤E(Y)．
推论４　|E(X)|≤E|X|,D|X|≤D(X)．
证明　由－|X|≤X≤|X|和性质６得

|E(X)|≤E|X|．
由性质２可得D(X)＝E(X２)－(E(X))２,且

D|X|＝E(X２)－(E|X|)２,由|E(X)|≤E|X|得

(E(X))２≤(E|X|)２,所以D|X|≤D(X)．
性质７　(E|XY|)２≤E(X２)E(Y２)．
证明　由均值不等式得

|
X

E(X２)
||

Y
E(Y２)

|≤
１
２

( X２

E(X２)＋
Y２

E(Y２)),

两边取数学期望由性质６即得．
推论５　(E(XY))２≤E(X２)E(Y２)．

推论６　|cov(X,Y)|≤ D(X)􀅰 D(Y)．
性质８　∀c∈R,D(X)≤E((X－c)２),当且仅

当c＝E(X)时取等号．
证明　由性质２得

D(X)＝D(X－c)＝E((X－c)２)－(E(X－c))２＝
E((X－c)２)－(E(X)－c)２≤E((X－c)２),

当且仅当c＝E(X)时取等号．

性质９　(D(X)－ D(Y))２≤D(X＋Y)≤

(D(X)＋ D(Y))２≤２(D(X)＋D(Y))．
证明　由性质４和推论６得

D(X＋Y)＝D(X)＋D(Y)＋２cov(X,Y)≤

D(X)＋D(Y)＋２ D(X)􀅰 D(Y)＝

(D(X)＋ D(Y))２≤２(D(X)＋D(Y)),

D(X＋Y)＝D(X)＋D(Y)＋２cov(X,Y)≥

D(X)＋D(Y)－２ D(X)􀅰 D(Y)＝

(D(X)－ D(Y))２．
对于随机变量 X,Y,定义 X∨Y＝max{X,Y},

X∧Y＝min{X,Y}．当Y＝c 为常数时,X∨c,X∧c
分别是左截断和右截断数据．特别地,定义

X＋ ＝X∨０＝max{X,０},

X－ ＝－X∧０＝－min{X,０},

X＋ ,X－ 分别称为X 的正部和负部．由定义易得X＋

Y＝X∨Y＋X∧Y,|X－Y|＝X∨Y－X∧Y 和X＝
X＋ －X－ ,|X|＝X＋ ＋X－ ．

性质 １０　 D (X ＋Y)＋ D |X －Y|＝
２(D(X∨Y)＋D(X∧Y))．

推论７　已知c∈R是常数．
(１)D(X)＋D|X－c|＝２(D(X∨c)＋D(X∧

c))．
(２)D|X－c|≤D(X∨c)＋D(X∧c)≤D(X)．
(３)D(X)＋D|X|＝２(D(X＋ )＋D(X－ ))．
(４)D|X|≤D(X＋ )＋D(X－ )≤D(X)．

性质１１　D(X)＋D(Y)＋
D|X－Y|

２ ＝D(X∨

Y)＋D(X∧Y)＋
D(X－Y)

２ ．

证明　 由推论 ２ 得 D (X ＋Y)＝２(D (X)＋
D(Y))－D(X－Y),由性质１０得

D(X＋Y)＝２(D(X∨Y)＋D(X∧Y))－D|X－Y|,

于是２(D(X)＋D(Y))－D(X－Y)＝２(D(X∨Y)＋
D(X∧Y))－D|X－Y|,所以

D(X)＋D(Y)＋
D|X－Y|

２ ＝

D(X∨Y)＋D(X∧Y)＋
D(X－Y)

２ ．

推论８　
D(X＋Y)

２ ≤D(X∨Y)＋D(X∧Y)≤

D(X)＋D(Y)．
证明　由推论４得D|X－Y|≤D(X－Y),故结

合性质１１得

D(X∨Y)＋D(X∧Y)≤D(X)＋D(Y)．
由性质１０得

D(X∨Y)＋D(X∧Y)＝
D(X＋Y)＋D|X－Y|

２ ≥
D(X＋Y)

２ ．

５　典型例题

例１　在独立重复试验中,设每次试验中事件A
发生的概率为p (０＜p＜１),试验进行到事件A 首次

发生时停止,用X 表示此时所进行的试验次数,求X
的数学期望和方差．

由已知得X 的概率分布为P(X＝k)＝(１－

p)k－１p,k＝１,２,３,􀆺．

E(X)＝∑
∞

k＝１
k(１－p)k－１p．

９４
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对 １
１－x＝１＋x＋x２＋x３􀆺,|x|＜１两边求导得

１
(１－x)２＝１＋２x＋３x２＋４x３＋􀆺,|x|＜１．

令x＝１－p,得１
p２＝１＋２(１－p)＋３(１－p)２＋

４(１－p)３＋􀆺,所以

E(X)＝∑
∞

k＝１
k(１－p)k－１p＝p∑

∞

k＝１
k(１－p)k－１＝

１
p

．

由性质２得D(X)＝E(X２)－(E(X))２,其中

E(X２)＝∑
∞

k＝１
k２(１－p)k－１p,且 １

(１－x)２＝１＋２x＋

３x２＋４x３＋􀆺,|x|＜１,于是 x
(１－x)２ ＝x＋２x２＋

３x３＋４x４＋􀆺,|x|＜１,两边求导得

x＋１
(１－x)３＝１＋２２x＋３２x２＋４２x３＋􀆺,|x|＜１．

令x＝１－p,得

２－p
p３ ＝１＋２２(１－p)＋３２(１－p)２＋４２(１－p)３＋􀆺,

则E(X２)＝∑
∞

k＝１
k２(１－p)k－１p＝p∑

∞

k＝１
k２(１－p)k－１＝

２－p
p２

,所以

D(X)＝E(X２)－(E(X))２＝
２－p
p２ －

１
p２＝

１－p
p２ ,

故X 的数学期望和方差分别为１
p

和１－p
p２ ．

注:实际上,例１中的X 服从几何分布,即

X~G(p),E(X)＝
１
p

,D(X)＝
１－p
p２ ．

例２　流水线上生产的每个产品为不合格品的

概率为p,当生产出n(n∈N∗ )个不合格品时,即停

工检修一次．求在两次检修之间的产品总数 X 的数

学期望和方差．
记第i－１个不合格品之后到第i个不合格

品之间的产品数(包括第i个不合格品)为

Xi,i＝１,２,􀆺,n,则X＝X１＋X２＋􀆺＋Xn,且X１,

X２,􀆺,Xn 相互独立,都服从几何分布G(p),即对

i＝１,２,􀆺,n,有P(Xi＝k)＝(１－p)k－１p,k＝１,２,

３,􀆺,由例１得E(Xi)＝
１
p

,D(Xi)＝
１－p
p２ ,i＝１,

２,􀆺,n．由推论１得E(X)＝∑
n

i＝１
E(Xi)＝

n
p

．

由X１,X２,􀆺,Xn 相互独立和推论３得

D(X)＝∑
n

i＝１
D(Xi)＝

n(１－p)
p２ ．

(完)

恰当选择研究角度,巧妙破解排列组合问题

俞　纲１　周继波２

(１．云南省昆明市第三中学　２．云南省昆明市第十六中学)

　　排列组合与计数问题的计算是围绕着事件的完

成来展开的,而完成事件的角度往往不止一种．从不

同的角度来完成事件其复杂程度各不相同,这就需要

我们多思考、多总结,学会选择恰当的角度来完成事

件,以达到事半功倍、化繁为简的效果．

例１　学校安排全校六个年级的同学去春游,有
四个公园可供选择,每个年级去一个公园,则共有多

少种不同的安排方法?

此题常见的研究角度有两种:如果从公园

“接纳”学生的角度来完成事件,由于每个公

园“接纳”了哪几个年级不确定,而第一个公园“接纳”

年级的每一种情况对下一个公园“接纳”哪些年级会

产生不同的影响,这样研究就会比较复杂,难以用一

个算式直接描述;如果从学生选择公园的角度来完成

此事件,由于每一个年级都是从四个不同公园中选出

一个,且相互没有影响,则运用乘法原理,每个年级逐

一选择,所有情况数共有４×４×４×４×４×４＝４６ 种．
如果完成一个事件有多个步骤,则研究事件

的角度应该尽量让每个步骤之间相互独立

或具体明确前一步骤对后一步骤的影响．

０５


