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以
“

杨辉三 角与二项式系数的性质
”
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摘 要 ：
以

“

杨 辉三 角 与 二项 式 系 数 的 性质
”
一 课 的 情境 创 设 为 例 ， 从数 学 知 识 的 关 联性 、 目 标 指 向 的 明 确

性 、 问 题设置 的 适切性三 方 面 出 发 ，探讨综合情境 中 的 问 题导 向设计 。

关键词 ： 综合情境 ； 问 题导 向 ； 杨 辉三 角 ；

二 项 式 系 数 的 性质

文章编号 ：
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－
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－
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１ 问题的提出

《普通高 中 数学课 程标 准 （ ２ ０ １ ７ 年 版 ２ ０ ２ ０ 年 修

订 ） 》指 出 ， 体现数学学科核心 素 养 的首要方面 是
“

情

境 与 问题
”

， 数学教学情境主要指现实情境 、数学情境

和科学情境 Ｄ ］

，在六大数学学科核心素养 的 三水平划

分下 ， 每种情境又分为三个层级 ： 熟悉情境 、关联情境

和综合情境 ， 三个层级是递进 的关 系 。 综合情境 ， 可

以 理解 为是在关联情境 的基础上对关联情境 的综合 ，

其 中包含着较多数学 的基本信息 和熟悉 的元素 ， 综合

情境的抽象度 和 复 杂度 以 及对学生 的 知识经验基础

和认知水平要求都更高 ［ ２ ］

。

新课标新教材背景下 ， 高 中 数学教学倡 导从数学

文化视角 创设综 合情境 ， 但教 师 面 临 如 何将 数学 知

识 、数学文化 与 创设情境合理联 系 的 困 境
［ ３ ］

， 易 产生

不知其所 以 然 、不知其何 以 然 的迷失感 。 如何在综合

情境 中设置多层次 的 问题 ， 引 导学生用数学 的 眼光观

察现象 、发现 问题 ， 用恰 当 的数学语言描述 问题 ， 用数

学思想 、 方法 解决 问 题
［

１ ］

， 进而形成 与 发 展 数学学科

核心素养 ？

本文 以
“

杨辉三 角 与二项式 系 数 的性 质
”
一课 的

情境创设为例 ， 从数学 知识 的关联性 、 目 标 指 向 的 明

确性 、 问题设置 的适切性三方面 出 发探讨综合情境 中

的 问题导 向设计 。

２
“

计数原理
”

单元解析

２ ．１
‘ ‘

计数 原理
”

单 元 内 容解析
“

计数原理
”

单元相对独立 ， 是后续概率 与统计 内

容学 习 的基础 。 本单元主要学 习 两个计数原理 （分类

加法计数原理和分步乘法计数原理 ） ， 排列 、组合 的概

念 ， 排列 数公式 、 组合数公式 ， 二项式定理 。 同 时 ， 利

用两个计数原理可 以 推 导 出 排 列 、 组合 、 二 项 式定理

的相关公式 ； 应用这些公式 ， 可 以 解决一些实际 问题 ，

尤其是某些概率问题 。 因此 ， 两个计数原理 的理解是

本单元的教学重点 。 教学 中应找准定位 ， 避免高难度

问题 ， 避免机械套用公式 ， 着重 引 导学生追本溯 源 ， 根

据原理分析 问题 、解决 问题 。

本单元的概念具有一定 的抽象性 ， 教材采 用 归纳

式 的 概念建 构方式 、 猜想 与 推 导 并进 的 定 理 推 导 方

式 。 学生在
“

问 题情境一引 导探究
一

抽 象概括
”

的学

习 场景下体会分类 、化归等数学思想 。

２
．
２

“

计数原理
”

单元 目 标解析

能够结合具体实例 ， 将 问题转化和对应到 相应 的

原理上 ，识别与理解分类 加 法计数原理 、分步乘法计

数原理及其作用 ， 并能够运用这些原理解决 简单 的实

际问题 ； 能够利用两个计数原理推导排列 、组合 、二项

式定理的相关公式 ； 能够结合具体实例 ， 理解排列 、组

合 、二项式定理和 两个计数原理 的联 系 ， 并运 用 这些

知识解决简单 的实际 问题 。

３
“

杨辉三角 与二项式 系数的性质
”

数学探究

活动课课时分析

３ ． １ 以 高 尔 顿板 为 背景 的 综 合情境分析

杨辉三角 既有
“
一

目 了 然
”

的性质 ， 也有
“

深藏不

露
”

的性质 ， 实用 又有趣 。 人教 Ａ 版 《 数学 》 （ 选择性

必修三 ） 中专 门将它作 为一个主题 ， 在二项式定理 的

本 文 系 ２ ０ ２ ２ 年义乌市 教 育科学规划 课题
“

基 于深 度学 习 的高 中 数学单元教学实践与研究
”

（ ｙｗ２ ０ ２ ２ ２ ３ ９ ） 系列 研究成果 。
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学 习 后设置 了数学探究活动 ， 那 么 如何发现杨辉三角

中数字排列 的规律 ，将其与二项式 系 数联 系 呢 ？ 这需

要学生具备观察 、 实验与 归 纳 的 能力 。 另 外 ， 人教 Ａ

版 《数学 》 （选择性必修三 ） 第七章第 四 节
“

二项分布
”

一节给 出 了一个有关高尔顿板 的例题 。

例 １ 图 １ 是一块高尔顿板的示

意 图 。 在 一块 木板上钉着若 干排 相

互平行但相互错开 的 圆柱形小木钉 ，

小木钉之 间 留 有适 当 的 空 隙 作 为 通

道 ，前面挡有一块玻璃 。 将小球从顶

端放人 ， 小球 下 落 的 过程 中 ， 每次 碰

到小木钉后都等可能地 向左或 向 右落下 ， 最后落人底

部的格子 中 。 从左到 右分别编号 为 〇 ， １ ， ２ ，

…

， １ ０ ， 用

Ｘ 表示小球最后落人格子 的号码 ， 求 Ｘ 的分布列 ［？
。

高尔顿板问 题 （ 如 图 ２ ） ， 既蕴含 了 杨

辉三角 的知识 ， 又蕴含 了 随机变量二项分

布 的知识 ， 利用它作为杨辉三 角 和二项式

系数性质研究的载体 ， 巧妙而贴切 。

以 高尔顿板 为 背景 的综合情境对学

生数学核心 素养 的水平要求很 高 ， 如 图 ３

分析 ，需要 学生在情境 中 抽 象 出 需要 探究 的 数学 问

题 ，借助 图形直观想象 ， 找到合适 的研究对象 ， 将 问 题

转化为运算 问题 ， 归 纳 推理 ， 进而提 出 更有 意义 的 数

学问题 。

图 ２

图 １

高 尔 顿板
ｆ
的 路线 数

数 学运算 ｉ
逻舊

数学抽 象 ｊ
直观想象

图 ３

３ ． ２ 课 时教学 目 标

能运用 已 学 的计数原理知识 ， 发现高 尔顿板 中 的

路线数与杨辉三角 中 的数字排列 规律 的联 系 ； 能在观

察后借助 图形进行运 算 ， 归 纳 推理 ， 利 用杨辉三 角 研

究二项展开式 中 的二项式系数 的性质 ； 能通过合作探

究 ， 拓展思考 ， 提 出 有关杨辉三角 的高 阶数学 问题 。

４ 以高尔顿板为背景的综合情境第一次实施

ｆ

４ ． １ 课前预设

情境 ： 如 图 ４
， 将 弹 珠 參 放

人容器 内 ， 弹 珠 向 下跌 落 ， 碰 到

第一层阻挡 物 〇 后 等可 能地 向

两侧跌落 ， 碰到第二层阻挡物〇

后再等 可能地 向 两侧跌 落至 第

三层 ， 最终弹珠參落人底层 ， 落人 Ａ
， Ｇ 区奖 品 价值最

高 ， 落入 Ｂ
，
Ｆ 区奖 品 价值次之 ， 落人 Ｃ

，
Ｅ 区奖 品价值

略低 ， 落人 ■〇 区奖品价值最低 。

课前 问题预设如 图 ５
：

问 题 １ ： 为 什 么 不 同 区 域 的 奖 品 价 值 不 同 ？

问 题 ２ ： 如 何求 出 弹珠 落 入Ｄ区 的 路 线数 ？

１

问 题 ３ ： 路 线 数 与 杨辉 三 角 之 间 是 否 有 联 系 ？

图 ５

４
．
２ 课堂教学 片 段

实际教学过程 中 ， 笔者发现课堂并未按照教 师 的

预设发展 ， 而是有 了 较 大 出 人 ， 下 面是与 预设差异较

大的几个片段 。

预设 问 题 １
： 为什么不 同 区域 的奖 品 价值不 同 ？

学生 １
： 因 为弹珠落人 Ｄ 区 概率最大 ， 落入 Ａ

， Ｇ

区概率最小 。

教师 ： 很好 ， 那 么概率应该怎 么求 呢 ？ （适 当停顿

后 ）这是一个古典概 型 问 题 ， 我 们 可 以 通 过求 解 弹珠

落人每个区域可 能 的路线数与 总 的 路线 数 解决这 个

问题 。 很显然 ， 弹珠从顶部下 落 ， 落人 Ｄ 区 可 以 走 的

路线最多 ， 而落入 Ａ ， Ｇ 区可 以 走 的 路线 最少 。 那 么 ，

我们是否可 以写 出 落入各 区 的路线数呢 ？

思 考 ： 教师提 问 的 是 为什 么 弹珠落 到 Ａ ， Ｇ 区 奖

品丰厚 ， 学生均 回答概率小 ， 原 因 在 于这个 问 题 的 指

向性不够 明 确 。 而本节课 的学 习 内 容是探究杨 辉 三

角 与二项式 系数 的关 系 ， 与 概率无关 ， 教 师必须将 问

题转化为各 挡 板 的 路线 数 问题 ， 与 已 有 数学 知 识关

联 ， 才能使教学沿着正确 的方 向 推进 。 问题导 向 设计

应聚焦教学 目 标 ，具有指 向性 ；关注学生认知基础 ， 具

有适切性 。

预设 问 题 ２
： 如何求 出 弹珠落人 Ｄ 区 的路线数 ？

预设 问题 ３
：路线数与杨辉三角 之间是否有联系 ？

学生 ２
： 我将这个 图 又 画 了

—遍 ，如 图６ 。
Ａ

，
Ｂ

， Ｃ ， Ｄ ，
Ｅ ， Ｆ ，

Ｇ 相 当 于下一层 的挡板 ， 以 到 Ｄ

为例 ， 问题就转化为 了３ 根左斜

线
“

／

”

与 三 根 右斜线
“

Ｖ
’

的 组合

问题 ， 所 以顶端到 〇 点 的路线 为 ｑ

＝

２ ０
。 到 其他几

个点 的路线数同理可得 。

教师 ： 这位 同学 的方法 十分巧 妙 ， 从顶端要 到 达

Ｄ 区 ， 必须走过三根左斜线
“

／

”

与三根 右斜线
“

＼

”

， 这

样就把 问题转化为组合 问题 ， 还有其他方法吗 ？

学生 ３
： 我是一条条数 的 ，但还没有数 出 来 。

教师 ： 这方法也不错 ， 但是将 问 题进行 简化就能

数 出来 了 。

学生 ４
： 可 以 先从 第 二层 开始 ， 到 第 二层 的 两个
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１

Ｊ

挡板路线数为 １ 和 １
， 到 第三层 的三个挡 板路线数 为

１
，
２

，
１

。

教师 ： 很有 道 理 ， 先从简 单 的 人手 ， 那 么 到 第 四

层 ， 第五层呢 ？

同时 教 师板 书 每一层 的 路

线数 ， 如 图 ７
。

这时有 些学生 已 经 明 白 了

其 中 的奥妙 。

学生 ４
： 老 师 ， 这 就 是 杨 辉

三角 ！

教师 ： 是巧合吗 ？

学生 ５
： 不是巧合 ， 弹珠要 到下一层 ， 肯定要从上

一层落下 ，所 以到某挡板处的路线数就等于上方两个

挡板处 的路线数之和 。 这与杨辉三角 是吻合 的 。

教师 ： 很好 ， 同学们都非常机智 ， 上述两种方法完

美解决 了 这个
“

弹珠 问题
”

， 那 么 ， 这 两种 方法之 间 是

否有联 系 呢 ？

学生 ６
： 都与二项式系数有关系 。

学生 ７
： 对 ， 两种方法 的统一点 就是二项式定理 ，

我将
“

／

”

用 ｘ 表示 ，

“

＼

”

用 ｊ 表示 ， 那 么从顶端落 到最

下面一层 即 为 Ｕ＋ ：ｙ
）

６

展开式 中各项 系数 ， 落到 Ａ 区

为 Ｘ
ｓ

的 系数 ， 落到 Ｂ 区 为 ： 的 系 数 ， 相 应地 ， 落 到

Ｄ 区为 的 系数 。 也就是说 ，杨辉三角 本身就是二

项展开式 的二项式 系数 。

教师 ： 很好 ， 那 么 我们是 否可 以 通过研究杨辉三

角 各数之间 的规律得到二项式 系数 的性质呢 ？

思 考 ： 同
一

问题情境对不 同类 型 的学生而言难度

层级是不 同 的 。 面对弹珠路线这一综合情境 ， 学生解

决预设 问题 ２ 时有两种不 同 的思 考方式 ：

一层一层数

的方法看起来有些麻烦 ， 却直接得 出 了 杨 辉三 角 ； 而

将路线 问题转化为组合 问题的方法 ， 则得 出 了二项式

系 数 ， 这需要学生有更高 的 问题解决能力 。 教师对两

种方法都给予肯定并帮助其完善 ， 使不 同 类型 的学生

都保持相 当 的兴奋度 ， 同 时 留 给学生 足够 的思考时 间

产生体悟 。 多样 的思路与充分 的交流 ， 使得 问题探索

更加深人与全面 。 既 然两 种方法都可 以 得 到 落人各

区域 的路线数 ， 那 么 ，

“

两 种方法之 间 是否有联 系
”

这

一

问题 的提 出 是极其 自 然 的 ， 至于预设 问 题 ３ 的解决

也就水到 渠成 了 。 当 预设 的 问 题顺序不适 于课堂真

实情况时应灵 活 调 整 ， 适 当 开放 的 问 题设计 ， 有 助 于

帮 助学生 自 然地发现并提 出 指 向 教学 目 标 的 问题 。

５ 以高尔顿板为背景的综合情境问题导向改

良设计

杨辉三角 和二项式定理 的 奇妙联 系 是人们不断

理解认识的结果 ， 也是学生 已 了 解 的数学知识 ， 但如

何将二者建立联 系是一大难点 。 从 知识 的关联性 出

发 ， 以 高尔顿板为背景创设情境 ， 通 过
“

弹珠游戏
”

中
“

为什么 不 同 区 域 奖 品 价值不 同
”

这 一 问 题 ， 自 然 建

构 ， 寻找到 问题突破 的逻辑起点 。

基 于 以 上思考 ，笔者针对本节课 的综合情境改 良

了 问题导 向设计 ， 以 主 问题为主线 ， 设置辅助 问题 ， 帮

助学生在面对综合 问题情境时 ， 学会先将其转化为关

联 的 、熟悉 的 问题情境 ， 通过逐步解 决简单 问 题最终

解决复杂 问题 ，辅助 问 题只 在需要 时 给 出 ， 不是必需

的 。 主 问题 １ 是高起点 问题 ，是在情境 中 自 然产生也

是必须要解决的 问题 ，但学生 的 第一反应是用概率求

解 ， 这偏离 了本节课 的 教学 目 标 ， 这 时设置辅助 问题

１ １ 和 １
－

２ ， 以 突 出 目 标指 向 的 明 确性 ； 主 问 题 ２ 与

主问题 ３ 是延伸 问题 ， 旨在将学生求解路线数 的两种

方法转化为动态 的 、 全局性 的思 考 ， 让学生在 已 有 知

识与 自 身探究发现之 间建立起新关联 ， 数学理解得到

了发展 。 设置辅助 问 题 ３
－

１
， 进行元认知 提 问 ， 以 突

出 问题设置 的适切性 ， 符合不 同 学生 的认知 水平 ， 探

究 自 然深人 ； 主 问 题 ４ 是一个更具普遍性 的 拓 展 问

题 ，使学生对杨辉三角 与二项式 系 数性质 的理解更为

全面与深刻 。

主 问 题 １
： 为什么不 同 区域 的奖 品价值不 同 ？

辅助 问 题 １ １
： 弹 珠 落 人 各 个 区 域 的 概 率 怎 么

求 ？ （古典概型求解 ）

辅助 问题 卜 ２
： 弹珠落人各个 区域 的路线 数 怎 么

求 ？ （教师可做适 当 引 导 ，

一层一层数 的方法可行吗 ？

转化为组合 问题 ， 到达各 区域需要走几步 ？ 有几步 向

右走 ， 有几步 向左走 ）

主 问 题 ２ （希望 由 学生提 出 ） ： 求路线数 的 两种方

法之间是否有联系 ？ （杨辉三角 本 身就是二项展开式

的二项式 系数 ，转化为组合 问题求解 的过程就是求二

项展开式 的二项式系数的过程 ）

主 问 题 ３
： 通过研究杨辉三 角 各数 之 间 的 规律 ，

同学们能否得到二项式 系数 的性质呢 ？

辅助 问题 ３
－

１ （元认知 提 问 与 引 导 ） ： 在用 一层一

层数的方法 中 ， 我们是否 已 经得到 了
一个性质 ？０Ｔ ＋

通过辅助 问题 ，抛砖引 玉 ， 引 发学生探究 ）

主 问 题 ４
： 今 天 我 们 研究 了 二 维 层 面 的 杨 辉三

角 ，是否会有三维层面 的杨辉三角 呢 ？

６ 结束语

情境 中 的 问题作为启 发学生思考 的起点与桥梁 ，

是达成数学学科核心 素 养 的 载体 与 通道 。 再次实施

经过改 良后 的 问题导 向设计 ，课堂 中学生交流积极充

１ ３３ １

１４６４ １

１５１ ０ １ ０５１

１６ １ ５２０ １ ５６ １

图 ７
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★ ★ ★ ★ ★ ★
ｗｗｗ ． ｚ ｈ ｏ ｎ ｇ ｓ ｈ ｕ ｃａ ｎ ． ｃ ｏｍ 谈観勝

分 ， 对问题的探索更为深人 。 最惊喜 的是主 问 题 ４ 的

解决过程 中 ， 学生不仅提 出 是否有三维层面 的杨辉三

角 ， 还提 出 主 问题 １ 中 的概率是多少 ， 是 否 可 以 将其

拓展 为分数形式的杨辉三角 ？ 能够 自 主发现 问题 、 解

决 问题 ， 这是学生思维在解决不断深化 的 问题 的过程

中得到 良好训练 的结果 。

经过本 次实践 ， 笔者认 为 ， 综合情境 中 的 问题导

向设计 ，应遵从 以下三个关键点 ： （ １ ）情境选取需 凸 显

数学知识的关联性 ， 帮助学生找 到学 习 新 知识 的逻辑

起点 ，实现知识与方法 的迁移 ； （ ２ ） 起点 问题设计需符

合 目 标指 向 的 明 确性 ， 同 时 富 有思维挑 战性 ， 快速靶

向发力 ， 带领学生直奔核 心 问 题进行探究 ， 高效把握

学 习重点 Ｋ ３ ） 问题链设计需考虑 问题设置 的适切性 ，

设计有思维跨度 的 主 问 题 ， 应预设辅 助 问 题 ， 为学生

多样 的思维和探索提供可能 ［
５
］

。 此外 ， 教师需注意课

堂的生成性与可控性 ， 在 多种 数学思想交织下 ， 设计

具有一定开放性 、 不 断演进与 发 展 的 问 题链 ， 实现综

合情境 中 的 问题导 向 ， 帮助不 同 类型学生在解决层次

性 、 系统性 、探究性 问 题 的 过 程 中 形成基本 的数学思

维方法 ， 发展数学核心素养 。

参 考 文 献 ：
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年版 ２ ０ ２ ０ 年修订 ） ［Ｍ ］ ． 北京 ： 人 民 教育 出 版社 ， ２ ０ ２ ０ ．
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透过熟悉情境 、关联情境 和综合情境 的 视 角 ［ Ｊ ］ ． 数学 教
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开发 中心 ． 普通高 中教科书 Ａ 版 ： 数学 （选择性必修第三

册 ） ［Ｍ ］ ． 北京 ： 人 民教育 出 版社 ， ２ ０ ２ ０ ．

［ ５ ］ 唐恒 钧 ， 张维 忠 ． 数学 问 题 链 教学 的 理论与 实践 ［Ｍ ］ ． 上

海 ： 华东师范大学 出 版社 ， ２ ０ ２ １ ．

（
上接第 １ ４ 页 ）

提到第二种方法 ， 为 了 不 冲淡第一种方法 的学 习 ， 可

以对学生 的方法予 以认可 ， 并让学生保 留 这一想法 ，

留待 以后研究 。 实现对 同一 问题的不 同 角 度研究 ， 数

学 内容 的展开循序渐进 、螺旋上升 。

事实上 ， 教学 中 经常 遇 到 这种取舍 的 纠 结 ， 把握

一个原则 ， 即每节课的主题要 明 确 ， 主线要清晰 ， 在此

基础上进行取舍 ， 只有通盘考虑 ， 合理取舍 ， 才能保证

教学效果最大化 。

７ 借助信息技术 ， 让学生的视野从有限走 向

无限

鉴于学校 的硬件条件和数学课对软件 的需要 ， 目

前在课堂上常使用 的软件是 Ｅ ｘｃ ｅＵ Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 等 。 在

现有资源下 ，教师在备课时需要思考 的 是如 何利用现

有资源将抽象 内 容可 视化 、 静态 内 容 动 态 化 、 繁 杂但

没有数学思维含金量 的 内 容通过信息技 术简单化等 ，

从而更好地去落实
“

四个理解
”

中 的
“

理解技术
”

。

例 如 ， 对无理指 数幂 的认识涉及 数 列 极 限 的 知

识 ，具有构造性 。 对 于这个难点 ， 教学 时师生要 注 意

借鉴初 中 用有理数夹逼认识无理数 的经验 ， 通过 Ｅｘ

ｃｅ ｌ
表格计算 ，展示用的 不 足 近 似值  、过剩近 似

值夹逼 的过程 ， 并在数轴 上 进行动态演示 ， 帮

助学生更好地体验无理数指数 幂 的 唯一 确 定性 。 在

二分法 的 学 习 过 程 中 ， 没有计算工具可 以 说寸 步难

行 。 同 时还需要用信息技术画 出 函 数 的 图像 ， 让学生

切实看到 函 数 的 全貌 及零点 。 在用数学软 件操作 的

过程 中 ， 不 同 程度上深化 了学生对无 限逼近 数学思想

的认识 。

在
“

指数 函 数与对数 函数
”
一章 的教学 中 ， 我们将

需要运用信息技术解决的教学 内 容都做 了 尝试 ， 有些

设计可能不尽 如人意 ， 软件 的一些功 能也有 待开发 ，

但我们会继续探索信息技术与教学 的深度融合 。

阅读 《核心素养立意 的高 中数学课程教材教法研

究 》
一书 ， 在大单元教学设计 和教学改革实践活 动 的

具体探讨下 ， 我们才得 以 站在高 处 去 理解教材 、 理解

教材编者 的意 图 ， 这些都会让我们 的 教学思考更加具

体化 ， 教学 目 标更加清 晰 化 ， 更能让核心 素 养在实 际

教学 中 落地生根 。

说 明 ： 文 中 课件 可 扫 描下 方二 维

码获得 （ 图 １ ） 。
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