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所以X 的分布列如表１２所示．
表１２
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启示　此题要分清超几何分布和二项分布的区

别,超几何分布中随机变量取某一值时的概率符合古

典概型,古典概型需满足有限性,即在一次试验中,基
本事件发生的次数是有限的．第(２)问是在样本中考

虑,从１００人中随机抽取２人,符合古典概型．当随机

变量的总体很大且抽取的样本容量相对于总体来说

又比较小,且每次抽取时又只有两种试验结果,此时

可以把它看成独立重复试验,利用二项分布求其分布

列．第(３)问是利用样本估计总体,在北京市的总体数

据中抽取,符合二项分布．
在求离散型随机变量的分布列时,一般按照如下

步骤进行:分析题意→分别写出取值所表示的结

果→写出X 的所有可能取值→求出X 取每一个值

的概率→列表得出X 的分布列．
在具体过程中,应把握两个关键点:

１)离散型随机变量的所有可能取值及对应的随

机试验结果,二者之间可以相互转化;
(２)分清分布列的模型,并用相应的概率公式计

算,这样就能准确高效地解答有关离散型随机变量的

分布列问题．
(本文系北京市教育科学“十四五”规划２０２１年

度一般课题“基于核心素养的高中数学概念分层教学

研究”(课题编号:CDDB２１２４５)阶段性研究成果．)
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１　求近似值

方法指导　１)当a 的绝对值很小,且n 不太大

时,常用近似公式(１＋a)n≈１＋na,因为这时二项展

开式的后面部分 C２
na２＋C３

na３＋＋Cn
nan 很小,可以

忽略不计．类似地,有(１－a)n≈１－na．使用上述两个

公式时应注意a 满足的条件,以及题目对计算精确度

的要求．
２)对于有些求近似值的问题,我们常构造(b＋

c)n 或(b－c)n,然后利用二项式定理来计算．

例１　求１０２９ 的近似值(精确到小数点后三

位)．
１０２９＝(１＋００２)９＝C０

９００２０＋C１
９００２１＋

C２
９０．０２２ ＋  ＋ C９

９００２９ ≈ C０
９００２０ ＋

C１
９００２１＋C２

９００２２＋C３
９００２３＝１＋０１８＋００１４４＋

００００６７２≈１１９５．
利用二项式定理求近似值,关键是确定展开

式中的保留项,使其满足近似值的精确度．

２　整除或余数问题

方法指导　１)利用二项式定理解决整除问题,通
常把底数写成除数(或与除数有密切关系的数)与某

数的和或差的形式,再利用二项式定理展开．
２)解决求余数问题,要构造一个与题目条件有关

的二项式．

例２　设a∈Z,且０≤a≤１６,若４２０２０＋a 能被１７
整除,则a 的值为(　　)．

A．１　　B．４　　C．１３　　D．１６
因 为 ４２０２０ ＋a ＝ (１７ － １)１０１０ ＋a ＝
C０

１０１０１７１０１０(－１)０＋C１
１０１０１７１００９(－１)１＋＋

２４
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C１０１０
１０１０１７０(－１)１０１０ ＋a＝１７[C０

１０１０１７１００９ (－１)０ ＋

C１
１０１０１７１００８(－１)１＋＋C１００９

１０１０(－１)１００９]＋１＋a,且

４２０２０＋a 能被１７整除,所以１＋a 能被１７整除,又

a∈Z,且０≤a≤１６,则a＝１６,故选D．

例３　８０１１被９除的余数为(　　)．
A．－１　　B．１　　C．８　　D．－８

８０１１＝(８１－１)１１＝C０
１１８１１１(－１)０＋C１

１１８１１０

(－１)１＋＋C１０
１１８１１(－１)１０＋C１１

１１８１０(－１)１１＝
８１[C０

１１８１１０ (－１)０ ＋C１
１１８１９ (－１)１ ＋  ＋C１０

１１８１０ 

(－１)１０]－１＝８１[C０
１１８１１０(－１)０＋C１

１１８１９(－１)１＋＋

C１０
１１８１０ (－１)１０ －１]＋８０＝８１[C０

１１８１１０ (－１)０ ＋

C１
１１８１９(－１)１＋＋C１０

１１８１０(－１)１０]＋７２＋８．
因为８１和７２均能被９整除,所以８０１１被９除的

余数为８,故选C．
用二项式定理解答整除或余数问题的关键

是构造二项式,利用二项式的特征作答．

３　证明不等式

方法指导　１)通过二项式定理的正用与逆用,结
合不等式证明的方法进行论证．

２)应用二项式定理时应注意巧妙构造二项式．
３)证明不等式时,应注意运用放缩法．

例４　请利用二项式定理证明:３n＞２n２＋１(n≥
３,n∈N∗ )．

当n≥３且n∈N∗ 时,３n ＝(１＋２)n ＝１＋
C１

n２１＋C２
n２２＋＋Cn

n２n＞１＋C１
n２１＋C２

n２２＝

１＋２n＋
n(n－１)

２ ×４＝２n２＋１,结论成立．

用二项式定理证明不等式,关键是明确二项

式定理的特征,证明过程中注意对不等式进

行恰当放缩．

４　求代数式的值

例５　设(１＋ ２)７＝a＋b ２(a,b∈N∗ ),求

a２－２b２的值．

由(１＋ ２)７＝a＋b ２,得(１－ ２)７＝a－

b ２,故a２－２b２＝(a＋b ２)(a－b ２)＝

(１＋ ２)７(１－ ２)７＝(－１)７＝－１．

设f(x)＝(１＋ ２x)７,由二项展开式易知

f(１)＝a＋b ２,f(－１)＝a－b ２,实质上

这是一种构造对偶式的思想方法．

５　与导数知识的交会

例６　已知(x＋２)１０＝a０＋a１x＋＋a１０x１０,则
(a１＋３a３＋＋９a９)２－(２a２＋４a４＋＋１０a１０)２ 的

值为 ．
对条件式求导得

１０(x＋２)９＝a１＋２a２x＋＋１０a１０x９．
令x＝１,得１０×３９＝a１＋２a２＋＋１０a１０．
令x＝－１,得１０＝a１－２a２＋－１０a１０．
于是

(a１＋３a３＋＋９a９)２－(２a２＋４a４＋＋１０a１０)２＝
(a１＋２a２＋＋９a９＋１０a１０)(a１－２a２＋＋

９a９－１０a１０)＝１０×３９×１０＝１９６８３００．
根据求导的运算法则,和式的导数等于各式

导数的和,对
(a＋bx)n＝a０＋a１x＋a２x２＋＋an－１xn－１＋anxn

求导,得

bn(a＋bx)n－１＝a１＋２a２x＋＋
(n－１)an－１xn－２＋nanxn－１,

分别赋值x＝１,x＝－１,即可解题．

６　与数列知识的交会

例７　求证:C１
n＋２C２

n＋３C３
n＋＋nCn

n＝n２n－１．
证法１　设S＝C１

n＋２C２
n＋３C３

n＋＋nCn
n,则S＝

nCn
n＋(n－１)Cn－１

n ＋＋２C２
n＋C１

n＝nC０
n＋(n－１)

C１
n＋＋２Cn－２

n ＋Cn－１
n ,所以２S＝nC０

n ＋nC１
n ＋＋

nCn
n＝n(C０

n＋C１
n＋＋Cn

n)＝n２n,故S＝n２n－１．
证法 ２　 对 (１＋x)n ＝C０

nx０ ＋C１
nx１ ＋  ＋

Cn－１
n xn－１＋Cn

nxn,求导得

n(１＋x)n－１＝C１
n＋２C２

nx１＋＋
(n－１)Cn－１

n xn－２＋nCn
nxn－１,

令x＝１,得n２n－１＝C１
n＋２C２

n＋３C３
n＋＋nCn

n．
若二项式系数是组合数,则与二项式系数有

关的数列求和问题可以逆用二项式定理求

解,或用组合数的性质分析通项后用数列求和法求解．
(本文系安徽省芜湖市２０２２年度教育科学研究

课题«基于SOLO理论的发展学生数学核心素养的实

践研究»(立项课题编号:JK２２０１９)阶段性研究成果．)
(完)
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