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二项式系数与 Ｌｕｃａｓ 数 ４ｑ 次幂的关系

陈小芳

（渭南师范学院 数学与统计学院，陕西 渭南 ７１４０９９）

摘　 要：结合 Ｌｕｃａｓ 数列与二项式系数的定义及性质，利用初等数论的方法研究了二项式系数与 Ｌｕｃａｓ 数的 ４ｑ 次幂的

卷积并给出了证明，得到了二项式系数与 Ｌｕｃａｓ 数 ４ｑ 次幂之间的恒等式关系，推广了已有的组合数与 Ｌｕｃａｓ 数的较小

正整数次幂的恒等式相关结果 􀆰
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　 　 对于整数 ｎ 和 ｉ，ｎ≥ｉ≥０，
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的组合个数，结合二项式定理可得
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其中 ｘ 为任意复数，故称
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÷，ｎ≥ｉ≥０ 为二项式系数，记为 Ｃ ｉ

ｎ􀆰

Ｌｕｃａｓ 数列是数论中重要的一个数列，由递推公式 ， 所确定的数列被称

为 Ｌｕｃａｓ 数列 􀆰 众多学者致力于二项式系数和 Ｌｕｃａｓ 数列的各种性质的研究，得到了许多关于二项式系数的恒

等式和 Ｌｕｃａｓ 数列的恒等式［１⁃１５］ ．

对于给定的非负整数 ｋ 以及正整数 ｍ 和 ｎ，定义数列 和 的卷积 ｌ（ｋ，ｍ，ｎ）为

（２）
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对于 ｌ（ｋ，ｍ，ｎ）的计算，晁晶晶，陈小芳等分别给出了 ｍ ＝ １、ｍ ＝ ２ 和 ｍ ＝ ３ 的情形［１⁃３］，证明了

． （３）

（４）

（５）

其中的 Ｌｎ ＋ ２ｋ和 Ｆ２ｋ ＋ ｎ分别为第 ｎ ＋ ２ｋ 个 Ｌｕｃａｓ 数和第 ２ｋ ＋ ｎ 个 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 数，Ｌ３ｋ ＋ ２ｎ和 Ｌｎ⁃ｋ分别表示第 ３ｋ ＋ ２ｎ
和第 ｎ⁃ｋ 个 Ｌｕｃａｓ 数 􀆰

１　 结论

　 　 本文利用初等数论方法研究了当 时 ｌ（ｋ，ｍ，ｎ）的情形，得到了关于二项式系数与 Ｌｕｃａｓ 数 ４ｑ
次幂的一个恒等式，证明了下面的定理 􀆰

定理　 对于 ｋ∈Ｎ，且 ｑ，ｎ∈Ｎ∗，定义 ｌ（ｋ，ｍ，ｎ）二项式系数 和 Ｌｕｃａｓ 数 的卷积（１），则当

时

　 　

（６）

　 　 其中的 Ｌ２ｑ，Ｌ２ｑ⁃１，Ｌ２ｑ⁃２，… 及 Ｌ４ｑｋ＋２ｑｎ，Ｌ（４ｑ⁃２） ＋（２ｑ⁃１）ｎ，，Ｌ（４ｑ⁃４） ＋（２ｑ⁃２）ｎ，… 分别为第 ２ｑ，２ｑ⁃１，２ｑ⁃２，… 及第 ４ｑｋ ＋
２ｑｎ，（４ｑ⁃２） ＋ （２ｑ⁃１）ｎ，（４ｑ⁃４） ＋ （２ｑ⁃２）ｎ，… 个 Ｌｕｃａｓ 数 􀆰

２　 定理的证明

　 　 已知 Ｌｎ ＝ αｎ ＋ βｎ ． （７）

其中　 　 􀆰 （８）

当 ｍ ＝ ４ｑ（ｑ ∈ Ｎ∗） 时，由（１）及（７）可得
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由（８）知 αβ ＝ ⁃１，

（９）

　 　 将（２）与（９）结合可知

（１０）

又由二项式定理可知
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（１１）

结合（８）与（１１）得

（１２）

将（１１）和（１２）代入（１０）有

　
整理化简可得恒等式
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定理得证 􀆰

３　 结束语

　 　 对于任意给定的正整数 ｑ，如何证明得出的二项式系数与 Ｌｕｃａｓ 数 ｑ 次幂的恒等关系式，有待于进一步研

究．
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