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关于广义三周期 Fibonacci序列的二项式系数和的恒等式
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摘要：首先构造了广义三周期 Fibonacci 序列的通项公式, 然后在一定限制

条件下, 利用矩阵方法给出了关于广义三周期 Fibonacci 序列和广义三周

期 Lucas 序列的一些二项式系数和的恒等式.
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1 引引引言言言

众所周知, Fibonacci 序列 {Fn} 为

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2(n ≥ 2).

改变它的初始项, 即得到 Lucas 序列 {Ln}:

L0 = 2, L1 = 1, Ln = Ln−1 + Ln−2(n ≥ 2).

文献 [1] 研究了关于 Fibonacci 序列 {Fn} 和 Lucas 序列 {Ln} 的一些二项式系数和的
恒等式.

文献 [2] 考虑了关于双周期 Fibonacci 序列和双周期 Lucas 序列的一些二项式

系数和的恒等式. 文献 [3] 进一步研究了关于广义双周期 Fibonacci 序列和广义双周

期 Lucas 序列的一些二项式系数和的恒等式.

因此, 自然地希望得到关于广义三周期 Fibonacci 序列和广义三周期 Lucas 序列的

二项式系数和的恒等式. 设 a, b, c, d 都为实数. 广义三周期 Fibonacci 序列 {un} 定义
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为

u0 = 0, u1 = 1, un =


aun−1 + dun−2, n ≡ 0 (mod 3), n ≥ 2,

bun−1 + dun−2, n ≡ 1 (mod 3), n ≥ 2,

cun−1 + dun−2, n ≡ 2 (mod 3), n ≥ 2.

(1)

对应地, 广义三周期 Lucas 序列 {vn} 表示为

v0 = 2, v1 = b, vn =


avn−1 + dvn−2, n ≡ 0 (mod 3), n ≥ 2,

bvn−1 + dvn−2, n ≡ 1 (mod 3), n ≥ 2,

cvn−1 + dvn−2, n ≡ 2 (mod 3), n ≥ 2.

(2)

矩阵方法对于研究 Fibonacci 序列的恒等式是非常有用的, 如文献 [4-5]. 它在本文

的讨论中也起着重要的作用.

本文第二节构造了广义三周期 Fibonacci 序列 {un} 的通项公式. 第三节中, 在一

定限制条件下,利用矩阵方法在给出一系列性质之后,得到了关于广义三周期 Fibonacci

序列和广义三周期 Lucas 序列的一些二项式系数和的恒等式.

2 广广广义义义三三三周周周期期期 Fibonacci 序序序列列列的的的通通通项项项公公公式式式

在本节中, 构造广义三周期 Fibonacci 序列的通项公式.

由文献 [6] 可知, 广义三周期 Fibonacci 序列 {un} 的生成函数为

G(x) =
x+ cx2 + (ac+ d)x3 − adx4 + d2x5

1−Ax3 − d3x6
, (3)

其中 A = abc+ ad+ bd+ cd.

定义

α =
−A+

√
A2 + 4d3

2
, β =

−A−
√
A2 + 4d3

2
.

要求 A2 + 4d3 ̸= 0, 即 α, β 是 x2 +Ax− d3 = 0 两个不同的根. 有下列性质:

α+ β = −A, αβ = −d3, α− β =
√
A2 + 4d3. (4)

定定定理理理 2.1 广义三周期 Fibonacci 序列 {un} 的通项公式为

un =
(−1)⌊

n
3
⌋(−ac− d)ξ0(n)

α− β

[
α⌊n

3
⌋(α+ ad)ξ1(n)(cα− d2)ξ2(n)−

β⌊
n
3
⌋(β + ad)ξ1(n)(cβ − d2)ξ2(n)

]
. (5)
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其中 ⌊n3 ⌋ 表示不大于
n
3 的最大整数, 且

ξi(n) =

1, n ≡ i (mod 3), i = 0, 1, 2,

0, 其他, i = 0, 1, 2.
(6)

证证证明明明 对生成函数 G(x) 作部分分式分解, 得到

G(x) =− 1

α− β

[
(cd3 + d2α)x2 + (d3 − adα)x+ (ac+ d)α

d3x3 − α

]
+

1

α− β

[
(cd3 + d2β)x2 + (d3 − adβ)x+ (ac+ d)β

d3x3 − β

]
. (7)

计算幂级数展开式, G(x) 可化为

G(x)=
1

α− β

[ ∞∑
n=0

d3n
(ac+ d)α

αn+1
x3n+

∞∑
n=0

d3n
d3 − adα

αn+1
x3n+1+

∞∑
n=0

d3n
cd3 + d2α

αn+1
x3n+2

]
− 1

α− β

[ ∞∑
n=0

d3n
(ac+ d)β

βn+1
x3n+

∞∑
n=0

d3n
d3 − adβ

βn+1
x3n+1+

∞∑
n=0

d3n
cd3 + d2β

βn+1
x3n+2

]
. (8)

其中

1

α− β

[ ∞∑
n=0

d3n
(ac+ d)α

αn+1
x3n −

∞∑
n=0

d3n
(ac+ d)β

βn+1
x3n

]

=
1

α− β

∞∑
n=0

d3n(ac+ d)
αβn+1 − βαn+1

αn+1βn+1
x3n

=
1

α− β

∞∑
n=0

d3n(ac+ d)
−d3βn + d3αn

αn+1βn+1
x3n

=
∞∑
n=0

−d3n+3

(−d3)n+1
(ac+ d)

βn − αn

α− β
x3n

=
∞∑
n=0

(−1)n(−ac− d)
αn − βn

α− β
x3n. (9)

同理可得

1

α− β

[ ∞∑
n=0

d3n
d3 − adα

αn+1
x3n+1 −

∞∑
n=0

d3n
d3 − adβ

βn+1
x3n+1

]

=

∞∑
n=0

(−1)n
αn(α+ ad)− βn(β + ad)

α− β
x3n+1, (10)
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和

1

α− β

[ ∞∑
n=0

d3n
cd3 + d2α

αn+1
x3n+2 −

∞∑
n=0

d3n
cd3 + d2β

βn+1
x3n+2

]

=

∞∑
n=0

(−1)n
αn(cα− d2)− βn(cβ − d2)

α− β
x3n+2. (11)

结合 (9)-(11) 式, 得到

G(x) =

∞∑
n=0

(−1)⌊
n
3
⌋(−ac− d)ξ0(n)

α− β

[
α⌊n

3
⌋(α+ ad)ξ1(n)(cα− d2)ξ2(n)−

β⌊
n
3
⌋(β + ad)ξ1(n)(cβ − d2)ξ2(n)

]
xn

=

∞∑
n=0

unx
n.

因此得到 (5) 式. 证毕.

用相同的方法, 得到广义三周期 Lucas 序列 {vn} 的通项公式

vn =
(−1)⌊

n
3
⌋

α− β

[
α⌊n

3
⌋(2α+abc+bd+2cd)ξ0(n)(bα−abd−2d2)ξ1(n)×

(bcα+ 2dα+bd2)ξ2(n) − β⌊
n
3
⌋(2β+abc+bd+2cd)ξ0(n)×

(bβ−abd−2d2)ξ1(n)(bcβ + 2dβ+bd2)ξ2(n)
]
. (12)

3 关关关于于于广广广义义义三三三周周周期期期 Fibonacci 序序序列列列的的的二二二项项项式式式系系系数数数和和和的的的恒恒恒等等等式式式

本节中, 要求在序列 {un} 和序列 {vn} 的定义中 a = c, 并且 a2 + d ̸= 0. 在此前提

下, 将得到关于广义三周期 Fibonacci 序列和广义三周期 Lucas 序列的一些二项式系数

和的恒等式.

首先注意到此时 A = a2b+ bd+ 2ad.

由 (4) 式 α+ β = −A, 可知 α− β = 2α+A, β − α = 2β +A. 则

v3k =
(−1)k

α− β
[αk(2α+A)− βk(2β +A)]

=
(−1)k

α− β
[αk(α− β)− βk(β − α)] = (−1)k(αk + βk). (13)

引引引理理理 3.1 设非负整数 m 和 n 至少有一个被 3 整除, 则有恒等式:

unvm + umvn = 2un+m, (14)

un+m + (−d)mun−m = unvm, (15)

un+m − (−d)mun−m = umvn. (16)
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证证证明明明 仅给出 (16) 式中 n = 3k, m ≡ 1 (mod 3) 的情形, 其他情形方法相似, 在此

从略. 当 n = 3k, m ≡ 1 (mod 3) 时,

(−d3)⌊
m
3
⌋ = (−d)m−1.

由 (13) 式得到

umv3k =
(−1)m−1

α− β

[
α⌊m

3
⌋(α+ad)−β⌊

m
3
⌋(β+ ad)

]
· (−1)k(αk + βk)

=
(−1)k+m−1

α− β

[
αk+⌊m

3
⌋(α+ad)− βk+⌊m

3
⌋(β+ad)

]
+

(−1)k+m−1

α− β

[
α⌊m

3
⌋(α+ad)β⌊

m
3
⌋+1βk−⌊m

3
⌋−1−β⌊

m
3
⌋(β+ad)α⌊m

3
⌋+1αk−⌊m

3
⌋−1
]

=
(−1)k+m−1

α− β

[
αk+⌊m

3
⌋(α+ad)− βk+⌊m

3
⌋(β+ad)

]
+

(−1)kdm−1

α− β

[
(α+ad)ββk−⌊m

3
⌋−1 − (β+ad)ααk−⌊m

3
⌋−1
]

=
(−1)k+m−1

α− β

[
αk+⌊m

3
⌋(α+ad)− βk+⌊m

3
⌋(β+ad)

]
−

(−1)kdm

α− β

[
αk−⌊m

3
⌋−1(aα−d2)− βk−⌊m

3
⌋−1(aβ−d2)

]
= u3k+m − (−d)mu3k−m.

证毕.

对于任意正整数 k, 定义 2× 2 矩阵

R3k =

 v3k 1

−(−d)3k 0

 . (17)

要求 a2 + d ̸= 0, 确保了 u3k ̸= 0. 因此有如下引理:

引引引理理理 3.2 对于非负整数 n, 有

Rn
3k =

1

u3k

 u(3n+3)k u3nk

−(−d)3ku3nk −(−d)3ku(3n−3)k

 . (18)

证证证明明明 使用数学归纳法. 当 n = 1 时, 由 (14) 式知, 显然成立. 假设 (18) 式对于任
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意正整数 n 成立, 只需证明 (18) 式对于 n+ 1 成立即可. 由 (15) 式知,

Rn
3kR3k =

1

u3k

 u(3n+3)k u3nk

−(−d)3ku3nk −(−d)3ku(3n−3)k


 v3k 1

−(−d)3k 0


=

1

u3k

 u(3n+3)kv3k − (−d)3ku3nk u(3n+3)k

−(−d)3ku3nkv3k + (−d)6ku(3n−3)k −(−d)3ku3nk


=

1

u3k

 u(3n+6)k u(3n+3)k

−(−d)3ku(3n+3)k −(−d)3ku3nk

 .

因此 (18) 式对于 n+ 1 成立, 证毕.

引引引理理理 3.3 设 m, n 和 q 为非负整数, 且 m 和 n 被 3 整除. 则

un+mun+q − unun+m+q = (−d)numuq. (19)

证证证明明明 对于 n = 3k, m = 3p, q ≡ 1 (mod 3), 有

u3k+3pu3k+q − u3ku3k+3p+q

=
(−1)k+p(−a2 − d)

α− β
(αk+p − βk+p) · (−1)k+⌊ q

3
⌋

α− β

[
αk+⌊ q

3
⌋(α+ad)− βk+⌊ q

3
⌋(β+ad)

]
−

(−1)k(−a2 − d)

α− β
(αk − βk) · (−1)k+p+⌊ q

3
⌋

α− β

[
αk+p+⌊ q

3
⌋(α+ad)− βk+p+⌊ q

3
⌋(β+ad)

]
=
(−1)2k+p+⌊ q

3
⌋(−a2 − d)

(α− β)2

{
(αk+p − βk+p)

[
αk+⌊ q

3
⌋(α+ad)− βk+⌊ q

3
⌋(β+ad)

]
−

(αk − βk)
[
αk+p+⌊ q

3
⌋(α+ad)− βk+p+⌊ q

3
⌋(β+ad)

]}
=
(−1)p+⌊ q

3
⌋(−a2 − d)

(α− β)2

[
−αk+pβk+⌊ q

3
⌋(β+ad)− βk+pαk+⌊ q

3
⌋(α+ad)+

αkβk+p+⌊ q
3
⌋(β+ad) + βkαk+p+⌊ q

3
⌋(α+ad)

]
=
(−1)p+⌊ q

3
⌋(−a2 − d)

(α− β)2

[
αkβk+⌊ q

3
⌋(β+ad)(βp − αp) + βkαk+⌊ q

3
⌋(α+ad)(αp − βp)

]
=
(−1)p+⌊ q

3
⌋(−a2 − d)

(α− β)2
αkβk(αp − βp)

[
α⌊ q

3
⌋(α+ad)− β⌊

q
3
⌋(β+ad)

]
=
(−1)p+⌊ q

3
⌋(−a2 − d)

(α− β)2
(−d)3k(αp − βp)

[
α⌊ q

3
⌋(α+ad)− β⌊

q
3
⌋(β+ad)

]
=(−d)3k (−1)p(−a2 − d)

α− β
(αp−βp)(−1)⌊

q
3
⌋

α− β

(
α⌊ q

3
⌋(α+ad)−β⌊

q
3
⌋(β+ad)

)
=(−d)3ku3puq.
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对于 q ≡ 0 (mod 3) 和 q ≡ 2 (mod 3) 的情形, 同理可证.

由引理 3.3, 直接得到

推推推论论论 3.1 设 k 为非负整数, 整数 t ≥ 3k. 则有

u3k+3nku3k+t − u3ku3k+3nk+t = (−d)3ku3nkut, (20)

u3k+3nkut − u3ku3nk+t = (−d)3ku3nkut−3k, (21)

u3nku3k+t − u3ku3nk+t = (−d)3ku(3n−3)kut. (22)

对于整数 t ≥ 3k, 定义 2× 2 矩阵 Pt 为

Pt =

 u3k+t ut

−(−d)3kut −(−d)3kut−3k

 . (23)

由 (20)-(22) 式以及引理 3.2, 计算得到

Rn
3kPt =

1

u3k

 u(3n+3)k u3nk

−(−d)3ku3nk −(−d)3ku(3n−3)k


 u3k+t ut

−(−d)3kut −(−d)3kut−3k



=
1

u3k

 u(3n+3)ku3k+t−(−d)3ku3nkut u(3n+3)kut−(−d)3ku3nkut−3k

−(−d)3ku3nku3k+t+(−d)6ku(3n−3)kut −(−d)3ku3nkut+(−d)6ku(3n−3)kut−3k



=

 u3nk+3k+t u3nk+t

−(−d)3ku3nk+t −(−d)3ku3nk−3k+t

 . (24)

由 Cayley-Hamilton 定理知, 矩阵 R3k 的特征方程为

R2
3k − v3kR3k + (−d)3kI = 0,

其中 I 为二阶单位矩阵. 因此[
R3k ± (−d)

3
2
kI
]2

=
[
v3k ± 2(−d)

3
2
k
]
R3k. (25)

引引引理理理 3.4 对于非负整数 k, 则有

v6k + 2(−d)3k = v23k, (26)

v6k − 2(−d)3k =

(
b2 +

4abd+ 4d2

a2 + d

)
u23k. (27)
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证证证明明明 对于 (26) 式, 由 (14) 式可知

v23k =(−1)2k(αk + βk)2

=α2k + β2k + 2αkβk

=v6k + 2(−d)3k.

对于 (27) 式, 得到

u23k =
(a2 + d)2

(α− β)2
(αk − βk)2,

上式两端乘 (α−β)2

(a2+d)2
, 即得

(α− β)2

(a2 + d)2
u23k = α2k + β2k − 2αkβk = v6k − 2(−d)3k. (28)

由 (4) 式知,

(α− β)2

(a2 + d)2
=
A2 + 4d3

(a2 + d)2
=

[b(a2 + d) + 2ad]2 + 4d3

(a2 + d)2
= b2 +

4abd+ 4d2

a2 + d
. (29)

结合 (28)-(29) 式, 即得 (27) 式. 证毕.

定定定理理理 3.1 设 m, n 和 k 为非负整数, 则有如下矩阵恒等式:

Rm
6k[R6k + (−d)3kI]2n = v2n3kR

n+m
6k , (30)

Rm
6k[R6k + (−d)3kI]2n+1 = v2n3kR

n+m
6k [R6k + (−d)3kI], (31)

Rm
6k[R6k − (−d)3kI]2n =

(
b2 +

4abd+ 4d2

a2 + d

)n

u2n3kR
n+m
6k , (32)

Rm
6k[R6k − (−d)3kI]2n+1 =

(
b2 +

4abd+ 4d2

a2 + d

)n

u2n3kR
n+m
6k [R6k − (−d)3kI]. (33)

证证证明明明 仅证明 (31) 式. 其他三式方法相似, 在此从略. 由引理 3.4 和 (25) 式, 得到

[R6k + (−d)3kI]2 = [v6k + 2(−d)3k]R6k

⇒[R6k + (−d)3kI]2n+1 = [v6k + 2(−d)3k]nRn
6k[R6k + (−d)3kI]

⇒Rm
6k[R6k + (−d)3kI]2n+1 = [v6k + 2(−d)3k]nRn+m

6k [R6k + (−d)3kI]

⇒Rm
6k[R6k + (−d)3kI]2n+1 = v2n3kR

n+m
6k [R6k + (−d)3kI].

证毕.

设 m 和 n 为非负整数, 且 n ≥ m. 用
(
n
m

)
表示二项式系数. 现在, 经过上面的准

备, 可以证明一些关于序列 {un} 和序列 {vn} 的二项式系数和的恒等式.
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定定定理理理 3.2 设 m, n 和 k 为非负整数, 整数 t ≥ 3k. 则下列二项式系数和的恒等式

成立:
2n∑
j=0

(
2n

j

)
(−d)3k(2n−j)u6k(j+m)+t = v2n3ku6k(n+m)+t, (34)

2n+1∑
j=0

(
2n+ 1

j

)
(−d)3k(2n+1−j)u6k(j+m)+t = v2n+1

3k u6k(n+m)+3k+t, (35)

2n∑
j=0

(
2n

j

)
[−(−d)3k](2n−j)u6k(j+m)+t

=

(
b2 +

4abd+ 4d2

a2 + d

)n

u2n3ku6k(n+m)+t, (36)

2n+1∑
j=0

(
2n+ 1

j

)
[−(−d)3k](2n+1−j)u6k(j+m)+t

=

(
b2+

4abd+4d2

a2 + d

)n

u2n+1
3k u6k(n+m)+3k+t. (37)

证证证明明明 同样仅证明 (35) 式. 对 (31) 式进行二项式展开, 有

Rm
6k[R6k + (−d)3kI]2n+1

=Rm
6k

2n+1∑
j=0

(
2n+ 1

j

)
(−d)3k(2n+1−j)Rj

6k

=
2n+1∑
j=0

(
2n+ 1

j

)
(−d)3k(2n+1−j)Rj+m

6k

=v2n3k [R
n+m+1
6k + (−d)3kRn+m

6k ]. (38)

对 (38) 式最后一个等号两端右乘矩阵 Pt, 左右两端所得矩阵右上角元素对应相等, 再

结合 (15) 式, 得到

2n+1∑
j=0

(
2n+ 1

j

)
(−d)3k(2n+1−j)u6k(j+m)+t

= v2n3k [u6k(n+m+1)+t + (−d)3ku6k(n+m)+t]

= v2n+1
3k u6k(n+m)+3k+t.

证毕.
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The identities of the sum of binomial coefficients for the

generalized 3-periodic Fibonacci sequences

Liu Jingzizhe, Zhang Wenpeng

(School of Mathematics, Northwest University, Xi′an 710127, China)

Abstract: In this paper, first we construct the general formula of the generalized 3-periodic Fibonacci

sequences, then under certain conditions, we give some identities of the sum of binomial coefficients

for the generalized 3-periodic Fibonacci sequences and the generalized 3-periodic Lucas sequences by

matrix method.
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