
令 g(x) = sinx
x ,g′(x) = cosx(x - tanx)

x2 (x≠ π
2 ),当

x∈ (0,π2 )时,因为 cosx > 0,tanx > x,所以 g′(x) <

0;当 x∈ ( π
2 ,π )时,因为 cosx < 0,tanx < 0,x - tanx

> 0,所以 g′(x) < 0;又因为 g(x)在(0,π)上连续,
所以 g(x)在(0,π)上单调递减.

又因为 0 < (1 - y)x < x < π,所以 g(1 - y) x >

g(x),即 sin(1 - y)x
(1 - y)x - sinx

x > 0,又因为
y2

(1 - y) 2 ·

sinx
x > 0,所以当 x∈[0,π],y∈[0,1]时,f(x,y) >

0. 其次,当 x = 0 时,f(x,y) = 0;当 y = 0 时,f(x,y)
= 0;当 x = π 时,f(x,y) = (1 - y) sin(1 - y)π≥0,
此时若 y = 1,则 f( x,y) = - sinx + sinx = 0. 综上所

述,当且仅当 x = 0 或 y = 0 或 x = π 且 y = 1 时,
f(x,y) = 0 取到最小值 0.

总之,在学习导数章节时,应关注以上五个意识.

其中意识一:多次构造函数的意识,还是强调数学知

识本身,因为导数知识最大的作用就是其在解决问题

中的工具性,主要体现在利用导数研究函数的性质,
前提条件就是构造恰当的函数. 意识二:利用导数的

几何意义的思想,导数值就是函数图像切线的斜率,
如果再去研究切线斜率的单调性,即是去研究导函数

的导数值的正负,其本质上就是研究函数的凹凸性.
意识三:构造函数解决不等式问题的意识,则侧重于

强调知识的应用性,利用导数求解出函数的最值,从
中提炼出不等式并进行应用. 意识四:构造零点设而

不求的意识,是直面超越方程不能求解的问题,充分

利用方程的等价条件解决问题. 意识五:逆向分析的

构造意识,是由题目要解决的结论出发,寻找结论与

已知的联系. 强调以导数知识为载体,对人的思维方

式产生的影响,这就是我们所说的学科育人. 可以发

现,本文中强调的五个意识之间是相辅相成、层层递

进的关系,其过程是从知识本身到知识的升华、知识

的应用,最后达到学科育人的目的.

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

数学解题教学要 “ 三悟”
福建省古田县第一中学　 (352200) 　 兰诗全

　 　 解题教学是数学教学的重要组成部分,师生要

在解题思维互动生成中有感悟、品悟、领悟. 感悟出

知识的来龙去脉,品悟出解题中的具体方法和规

律,领悟出其中蕴涵的数学本质与思想,在悟中让

课堂充满思辨,在悟中让知识得以延伸,在悟中揭

示问题本质让数学思想得到升华. 通过解题反思,
要能悟出智慧,悟出真理,这是解题教学的核心与

关键.
1　 悟错因

在数学教学过程中,经常会发现学生在解题中

犯下各种各样的错误,事后师生都在努力纠错,教
师讲得累,学生纠得苦,可是效果却不明显,到下次

解题时又重复“昨天的故事”. 为什么呢? 一大关键

是学生没有深层次地找到错误的真正原因,没有一

个与错误作“斗争”的过程,对错误原因没有追根溯

源,没有揭示问题的本质,一错再错成必然.

例 1　 若 a≥0,b≥0,且当

x≥0,
y≥0,
x + y≤1

{ 时,恒有 ax

+ by≤1,求以 a,b 为坐标的点 P(a,b)所形成平面

区域的面积.

解法 1:画出不等式组

x≥0,
y≥0,
x + y≤1

{ 对应的平面区

域(图略). 由题意得,对该区域内的任意点( x,y),
不等式 ax + by≤1 恒成立,即该区域恒在直线 ax +

by = 1 的下方,所以

1
a ≥1,

1
b ≥1,

a≥0,
b≥0,

ì

î

í 即
0≤a≤1,
0≤b≤1,{ 从而以 a,b

为坐标的点 P(a,b)所形成的平面区域是一个正方

形,其面积为 1.
解法 2:设m→ = (a,b),n→ = ( x,y),向量m→ 与n→的

夹角为 θ,由 a≥0, b≥0,且 x≥0, y≥0,得 θ∈

0,π2[ ],不等式 ax + by≤1 恒成立等价于m→·n→ = ax

+ by = a2 + b2 · x2 + y2 · cosθ≤1 恒成立,当
x2 + y2 =0 或 cosθ =0 时,上式显然成立.当 x2 + y2

≠0 且 cosθ≠0 时,可得 a2 + b2 ≤ 1
x2 + y2·cosθ

恒成
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立,即 a2 +b2 ≤( 1
x2 +y2·cosθ

)min,又( x2 +y2 )max

= 1, (cosθ)max = 1,所以 ( 1
x2 +y2·cosθ

)min = 1,即

a2 + b2 ≤1,所以

a2 + b2≤1,
a≥0,
b≥0.

{ 即以 a,b 为坐标的

点 P(a,b)所形成的平面区域是以点 O(0,0)为圆

心,半径为 1 的圆及其内部在第一象限的部分,此区

域的面积为
π
4 .

以上是学生在课堂上的两种不同解法,两种解

法似乎都很有“道理”,但至少有一错,到底错在哪

里? 教学契机大好,这是一个很难得的教学资源,
要深挖对与错的原因,努力做好纠错教学,悟出

错因.
给足纠错时间,引导学生积极互动、广泛交流、

不断思考,终悟明白:解法 2 实际上反映了运用“分
离参数法”的一个“盲点”,即上述分离的前提是不

等式两边的变量是独立的. 但深入分析后发现解法

2 中变量 θ 与 a,b 相关,并不独立,故不宜用“分离

参数法”,即不可得 a2 + b2 ≤( 1
x2 + y2 ·cosθ

)min .

教师善于抓住纠错时机,通过示错—纠错—悟

错的教学过程,启迪学生思维,让学生误中思,思中

悟,误中求悟,让学生真正明白错误的原因,有效防

止一错再错.
2　 悟方法

学生解题再多,若不总结规律方法,仍不能举

一反三,达不到教学效果. “不思不悟、小思小悟、大
思大悟”有思才能有所悟,以思生悟. 教学中要力求

学生多思考懂规律悟方法,才能以少胜多,高效解

题教学.

例 2　 已知函数 f(x) = ax - 1
ax + 1

(a > 0 且 a≠1),

讨论 f(x)的单调性.

解:f( x) = (ax + 1) - 2
ax + 1

= 1 - 2
ax + 1

,①当 a > 1

时,∵ ax + 1 为增函数,且 ax + 1 > 0,所以
2

ax + 1
为减

函数,从而 f(x) = 1 - 2
ax + 1

= ax - 1
ax + 1

为增函数. ②当

0 < a < 1 时,类似地可得 f(x) = ax - 1
ax + 1

为减函数.

教学切不可到此结束,否则,这样的教学就只

能为解题而解题了. 没有反思总结,怎能悟出数学

本质与智慧呢! 数学能力又从何而来? 教师在教

学中要启发交流,让学生领悟,本题的困难在于:若
a > 1 时,则 ax 增,ax - 1 增,ax + 1 也增,因此无法判

明
ax - 1
ax + 1

的增减性,让学生进一步思考分析,使学生

悟出造成这一困难的原因是变量分布的“范围”太

广,因而变化因素不集中,所以对其变形为 f( x) =
ax - 1
ax + 1

= 1 - 2
ax + 1

,从而使变量集中于分母,容易判

别其增减性. 这种将变量集中的思想具有广泛的应

用价值,大量的数学数学问题的解决都是通过这个

方法的,这是通过本题要求学生真正要理解掌握悟

出的数学本质和方法,是有效教学的关键,是提升

学生能力的捷径.
3　 悟本质

本质是删繁就简,探幽索隐后的抽象提炼,是
比规律更深刻更内在的东西. 发现本质是接近真理

的最有效方式,发现本质是数学解题的最高境界.
一本教学参考书有以下一例并作了错因分析.
例 3　 在钝角三角形 ABC 中,a = 1,b = 2,c = t,

且 C 是最大角,求实数 t 的取值范围.
错解:∵ △ABC 是钝角三角形且 C 是最大角,

∴ C > 90°,∴ cosC < 0. ∴ cosC = a2 + b2 - c2
2ab < 0,

∴ a2 + b2 - c2 < 0,即 1 + 4 - t2 < 0. ∴ t2 > 5. 又 t > 0,
∴ t > 5 ,即 t 的取值范围是( 5 , + ∞ ).

错因分析:错解忽略了两边之和大于第三边,
即 a + b > c,也就是 t < 1 + 2 = 3 这个隐含条件,导致

t 的取值范围变大. 所以,正确答案应为( 5 ,3).
思考:以上错因分析击中要害了吗? 是接受还

是深挖本质?
若按照以上错因分析的说法,即用了余弦定理

后,还要再考虑三边能否构成三角形. 难道三边满

足了余弦定理,还未必能构成三角形? 作以下探索.
命题　 已知三个正实数 a,b,c,且 a≤b≤c,角

C∈(0,π),若满足 cosC = a2 + b2 - c2
2ab ,则 a + b > c.

证明:∵ 0 < C < π,∴ - 1 < cosC = a2 + b2 - c2
2ab <

1,∵ a > 0,b > 0,c > 0,∴
a2 + b2 - c2 < 2ab,
a2 + b2 - c2 > - 2ab,{

∴
(a - b) 2 < c2,
(a + b) 2 > c2,{ ∴ a + b > c.

所以不难有结论:若三边满足余弦定理,则这

三边一定能构成一个三角形. 故参考书中的错因分

析未能击中要害,未揭示问题的本质,易引起误解.
那么,以上错解究竟错在哪里呢? 关键是未将问题

作等价转化. 现提供以下正解.
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解:∵ △ABC 是钝角三角形且 C 是最大角,∴ C

> 90°,∴ - 1 < cosC < 0. ∴ - 1 < cosC = a2 + b2 - c2
2ab

< 0,∴ -2ab < a2 + b2 - c2 < 0,即 - 2·1·2 < 1 + 4

- t2 < 0. ∴
t2 > 5,
t2 < 9,
t > 0.

{ ∴ 5 < t < 3. 即 t 的取值范围是

( 5 ,3).
这小小的改动,它可击中要害,是对问题的本

质理解. 数学解题一定要反思悟透,挖出问题的本

质,这样才能达到真正理解真正掌握.

数学学习要解题,但不能陷入题海,不能让学

生成为解题的机器. 对做过的题目要进行反思总

结,并站在一定的高度加以审视,从中发掘题目的

精髓,看清问题的本质,对数学有思有悟,这样,学
生才能从更高的观点,用更宽的视野,更理性的眼

光,去思考解决数学问题,让数学课堂不断出新出

奇出彩,让数学解题教学真实高效.
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数学解题关键环节教学设计研究

———以二道高考模拟题教学为例

淮北师范大学数学科学学院　 (235000) 　 张　 琳　 张　 昆

　 　 众所周知,数学解题最终表达结果为环环紧扣的

逻辑过程,在诸多操作程序中存在决定问题本质的关

键性的一环或几环,它或是某一程序,某种行动次序,
某个正确衔接的操作方案,或者是某种程序. 在组成

问题解答答案的环节中,对于学生探究具体问题解决

思路的某些疑难环节,称之为数学解题的“关键环

节”. 数学教师在解题教学设计及其课堂实施时,无需

对于解题思路的每一个环节都平均使力,重在研究某

些关键环节的教学活动,变向学生提供答案为启发或

鼓励学生发生认识的心理过程.
一、教师应依据数学解题过程选择与确定“关

键环节”
由上述的数学解题表达过程的“关键环节”概

念内涵,能够认识到,数学教师在选择某道数学题

进入课堂教学时,首先一定要通过自己独立探究解

题思路,比对学生发生认识的心理活动过程及其个

性差异,然后确定问题具体关键环节与普通环节.
如此,在进行教学准备工作时,就会突出关键环节,
做好设计工作. 具体体现于:

数学解题的关键环节是决定题目能否获得准

确解答的关键所在,也往往是学生在探究数学问题

解答思路时,依据经验中的数学观念不能轻易获得

的某种解答思路. 只有真正突破数学解题的关键环

节这一瓶颈,学生才能把握解决该类题型或掌握该

种解法的真正要旨,领悟数学解题的奥秘.

由此可见,数学教师不能将数学解题的过程直

接“奉献”给学生,而要想办法启发学生生成数学解

题的指令. 这样,解题的模式才能被纳入解题主体

的头脑中,形成一种特定的操作问题信息的指令,
成为一种解题模式,并比较容易地迁移到类似的探

究数学解题思路活动中去.
二、数学解题关键环节处理示例

不少学生在探求数学解题关键环节处理途径

时,由于对解答数学问题逻辑过程的分析和认识不

全面,往往难以调用已有的数学观念,使之与相关

的数学解题经验建立联系,从而经过多次尝试依然

无法正确求解. 因此,教师在解题教学的课堂实施

过程中,首先应帮助学生正确分析数学解题的关键

环节,再利用启发式(形成问题串)教学指导学生探

索解题思路,萌生数学解题关键环节的处理途径,
突破解题关键环节的疑难点. 为了说明数学教师如

何在实际解题及其教学中处理好探究解题思路的

关键环节,先从 2021 年江苏省淮安市淮阴区数学高

考模拟试题 5 的一道压轴题说起.
例 1　 (2021 年江苏淮安淮阴区模拟题 19)已

知函数 f(x) = ex x2 - a a≥0( ).
(1)当 a = 1 时,求 f(x)的单调减区间;
(2)若方程 f(x) =m 恰好有一个正根和一个负

根,求实数 m 的最大值.
对于问题(1),读者花点时间不难得到:f(x)的
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