
江苏省仪征中学 2021—2022 学年度高二数学第二学期周练试卷 4 

测试范围：解析几何、数列、导数、空间向量、计数原理 

命题人：张顺军   审题人：鲁媛媛    时间：2022年 3月 19日 

一、单选题（本大题共 8 小题，共 40 分）   

  1．“ 1a  ”是“两条直线 1 0x ay   、 1 0x ay   互相垂直”的（    ） 

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件 

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件 

【答案】A 

【解析】若两条直线 1 0x ay   、 1 0x ay   互相垂直，则 21 0a  ，解得 1a   ， 

因为 1  1,1 ，因此，“ 1a  ”是“两条直线 1 0x ay   、 1 0x ay   互相垂直”的充分不必要条件. 

故选：A. 

2. 

5

2 2
x

x

 
 

 
的展开式中 4x 的系数为 (  ) 

A．10 B．20  C．40  D．80  

【答案】C【解析】
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展开式的通项公式为  

5
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5 5

2
2

r
r
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，令10 3 4r  ，解得

2r  ，故含 4x 的系数为 2 2

5 2 40C   ，故选 C． 

3. 现要从“语文、数学、英语、物理、化学、生物”这 6 科中选出 4 科安排在星期三上午 4 节课，如果“语文”

不能安排在第一节，那么不同的安排方法的种数为（       ） 

A．280 B．300 C．180 D．360 

【答案】B【解析】第一节课从除了语文之外的 5 科中选 1 科，其它 3 节课从 5 科中选 3 科排列， 

则一共有
1 3

5 5A A 5 5 4 3 300     （种）． 

故选：B. 

4. 将 5 名北京冬奥会志愿者分配到花样滑冰、短道速滑、冰球和冰壶 4 个项目进行培训，每名志愿者只分

配到 1 个项目，每个项目至少分配 1 名志愿者，则不同的分配方案共有(  ) 

A．60 种 B．120 种 C．240 种 D．480 种 

【答案】C【解析】根据题意，有一个项目中分配 2 名志愿者，其余各项目中分配 1 名志愿者，可以先从 5

名志愿者中任选 2 人，组成一个小组，有
2

5C 种选法；然后连同其余三人，看成四个元素，四个项目看成四



个不同的位置，四个不同的元素在四个不同的位置的排列方法数有 4！种，根据乘法原理，完成这件事，共

有
2

5 4! 240C   种不同的分配方案，故选：C． 

5. 设 na 为等比数列， nb 为等差数列，且 nS 为数列 nb 的前n 项和，若 2 1a  ， 10 16a  ，且 6 6a b ，

则 11S （    ） 

A. 20 B. 30 C. 44 D. 88 

【答案】C 

【解析】  na 为等比数列，
2

6 2 10 16a a a    又 4

6 2 0a a q   ， 6 6 4b a  ， 

又 nb 为等差数列， 1 11
11 611 11 44

2

a a
S a


    .   故选：C. 

6. 设函数   21
9ln

2
f x x x  在区间 1, 1a a  上单调递减，则实数a 的取值范围是（    ） 

A．  1,2  B． 4,  

C．  , 2  D．  0,3  

【答案】A 

【解析】由   21
9ln ,( 0)

2
f x x x x   ，则  

29 9
,( 0)

x
f x x x

x x



    ， 

 当 (0,3)x 时，   0f x  ，则  f x 单调递减；当 (3, )x  时，   0f x  ，则  f x 单调递增， 

又函数  f x 在区间[ 1, 1]a a  上单调递减，所以

1 0

1 3

1 1

a

a

a a

 


 
   

，解得1 2a  ， 故选：A. 

7. 如图，在空间直角坐标系中有长方体 ABCD－A1B1C1D1，AB＝1，BC＝2，AA1＝3，则点 B到直线 A1C的距离

为(  ) 

 

A．
2

7
 B．

2 35

7
 C．

35

7
 D．1 



【答案】B 

【解析】过点 B作 BE垂直 A1C，垂足为 E，设点 E的坐标为(x，y，z)，则 A1(0,0,3)，B(1,0,0)，C(1,2,0)，

＝(1,2，－3)， ＝(x，y，z－3)， ＝(x－1，y，z)． 

因为 ，所以 ， 

解得 ，所以 ＝(－ ， ， )， 

所以点 B到直线 A1C的距离| |＝ ，故答案为 B 

8. 已知O为坐标原点，过曲线 :C ln (0 1)y x x   上一点 P 作C 切线，交 x 轴于点A ，则 AOP 面积

取最大值时，点 P 的纵坐标为（    ） 

A. 5 1

2

   B. 
5 1

2

 
 C. 

5 1

2


  D. e  

【答案】C 

【解析】设点 P 的坐标为  0 0, lnx x
1

y
x

  ，当 0x x 时， 0

0

1
xy

x
   

切线方程为 0 0

0

1
ln ( )y x x x

x
   ，令 0y  ，得 0 0 0lnx x x x   

点 P 的坐标为  0 0 0ln ,0x x x 0 1x  ， 0ln 0x   

 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1ln ( ln ) ln ( ln ) ln (ln )
2 2 2 2AOPS x x x x x x x x x x x x           

令
2

0 0 0 0

1 1( ) ln (ln )
2 2

g x x x x x    

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ln (ln ) 2 2ln (ln ) ln
2 2 2 2 2 2 2

g x x x x x x x x x
x

             

令 0lnt x ，（ 0t  ），
21 1 1() 0

2 2 2
ft t t    解得

1
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  （舍去），
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的



 ( )f t 在
1 5

,
2

  
  
 

单调递增，在
1 5

,0
2

  
 
 

上单调递减 

当
0

1 5
ln

2
x

 
 时， ( )g x 最大，即 AOP 面积最大故点 P 的纵坐标为

1 5

2

 
.故选：C. 

二、多选题（本大题共 4 小题，共 20 分） 

9. A、B、C、D、E 五个人并排站在一起，则下列说法正确的有（       ） 

A．若 A、B 不相邻共有 72 种方法 

B．若 A 不站在最左边，B 不站最右边，有 78 种方法． 

C．若 A 在 B 左边有 60 种排法 

D．若 A、B 两人站在一起有 24 种方法 

【答案】ABC 

【详解】对于 A：若 A、B 不相邻共有
3 2

3 4 72A A  种方法，故 A 正确； 

对于 B：若 A 不站在最左边，B 不站最右边，利用间接法有
5 4 3

5 4 32 78A A A   种方法，故 B 正确； 

对于 C：若 A 在 B 左边有
5

5

2

2

60
A

A
 种方法，故 C 正确； 

对于 D：若 A、B 两人站在一起有
4 2

4 2 48A A  ，故 D 不正确. 

故选：ABC 

10. 点 P 在圆
2 2

1 : 1C x y  上，点Q在圆
2 2

2 : 6 8 24 0C x y x y     上，则（     ） 

A． | |PQ 的最小值为 0 

B． | |PQ 的最大值为 7 

C．两个圆心所在的直线斜率为
4

3
  

D．两个圆相交弦所在直线的方程为6 8 25 0x y    

【答案】BC 

【解析】解：根据题意，圆
2 2

1 : 1C x y  ，其圆心 1(0,0)C ，半径 1R  ， 

圆
2 2

2 : 6 8 24 0C x y x y     ，即 2 2( 3) ( 4) 1x y    ，其圆心 2 (3, 4)C  ，半径 1r  ， 

圆心距 1 2| | 16 9 5C C    ，则 | |PO 的最小值为 1 2 3C C R r   ，最大值为 1 2 7C C R r   ，故 A 错误，B

正确； 



对于 C，圆心 1(0,0)C ，圆心 2 (3, 4)C  ，则两个圆心所在的直线斜率
4 0 4

3 0 3
k

 
  


，C 正确， 

对于 D，两圆圆心距 1 2 5C C  ，有 1 2 2C C R r   ，两圆外离，不存在公共弦，D 错误． 

故选：BC． 

11. 已知数列*𝑎𝑛+满足𝑎1 = 1，𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

2+3𝑎𝑛
(𝑛 ∈ 𝑁∗)，则下列结论正确的是(  ) 

A. {
1

𝑎𝑛
+ 3}为等比数列 B. *𝑎𝑛+的通项公式为  

C. *𝑎𝑛+为递增数列 D. {
1

𝑎𝑛
}的前𝑛项和𝑇𝑛 = 2

𝑛+2 − 7𝑛 

【答案】𝐴𝐵 

【解答】解：因为
1

𝑎𝑛+1
=
2+3𝑎𝑛

𝑎𝑛
=

2

𝑎𝑛
+ 3，所以

1

𝑎𝑛+1
+ 3 = 2(

1

𝑎𝑛
+ 3)， 

又因为
1

𝑎1
+ 3 = 4 ≠ 0，所以{

1

𝑎𝑛
+ 3}是以4为首项，2为公比的等比数列，所以 A 正确； 

因为
1

𝑎𝑛
+ 3 = 4 × 2𝑛−1，所以𝑎𝑛 =

1

2𝑛+1−3
，所以*𝑎𝑛+为递减数列，所以 B 正确，C 错误； 

因为𝑎𝑛 =
1

2𝑛+1−3
，所以

1

𝑎𝑛
= 2𝑛+1 − 3， 

所以{
1

𝑎𝑛
}的前𝑛项和𝑇𝑛 = (2

2 − 3) + (23 − 3)+. . . +(2𝑛+1 − 3) = 2(21 + 22+. . . +2𝑛) − 3𝑛 

= 2 ×
2×(1−2𝑛)

1−2
− 3𝑛 = 2𝑛+2 − 3𝑛 − 4，所以 D 错误．故选 AB． 

12. 关于函数  
2

lnf x x
x

  ，下列说法正确的是（    ） 

A． 0 2x  是  f x 的极小值点； 

B．函数  y f x x  有且只有 1 个零点； 

C．存在正整数 k ，使得  f x kx 恒成立； 

D．对任意两个正实数 1x ， 2x ，且 1 2x x ，若    1 2f x f x ，则 1 2 4x x  . 

【答案】ABD 

【解析】对于 A 选项，函数的的定义域为  0,  ，函数的导数   2 2

2 1 2
'

x
f x

x x x


     ， 

∴  0,2x 时，  ' 0f x  ，函数  f x 单调递减，  2,x  时，  ' 0f x  ，函数  f x 单调递增， 



∴ 2x  是  f x 的极小值点，故 A 正确；对于 B 选项，  
2

lny f x x x x
x

     ， 

∴

2

2 2

1 7

2 1 2 4
' 1 0

x

y
x x x

 
   
      

，∴ 函数在  0,  上单调递减， 

又∵  1 1 2 ln1 1 1 0f       ，  2 2 1 ln 2 2 0f      ， 

∴ 函数  y f x x  有且只有 1 个零点，故 B 正确；对于 C 选项，若  f x kx ，可得
 

2

2 lnf x x
k

x x x
   ， 

令   2

2 ln x
g x

x x
  ，则   3

4 ln
'

x x x
g x

x

  
 ，令   4 lnh x x x x    ，则  ' lnh x x  ， 

∴在  0,1x 上，  ' 0h x  ，函数  h x 单调递增，  1,x  上，  ' 0h x  ，函数  h x 单调递减， 

∴    1 3 0h x h    ，∴  ' 0g x  ，∴   2

2 ln x
g x

x x
  在  0,  上函数单调递减，函数无最小值， 

∴不存在正实数 k ，使得  f x kx 成立，故 C 错误； 

对于 D 选项，由 1 2x x ，    1 2f x f x 结合 A 选项可知 1 22,0 2x x   ， 

要证 1 2 4x x  ，即证 1 24x x  ，且 1 24 2x x   ，由函数  f x 在  2,x  是单调递增函数， 

所以有    1 24x ff x  ，由于    1 2f x f x ，所以    2 24x ff x  ，即证明      4 , 0,2f x f x x   ， 

令          
2 2

4 ln ln 4 , 0,2
4

m x f x f x x x x
x x

        


，则  
 

 

2

22

8 2
' 0

4

x
m x

x x

 
 


，所以  m x 在  0,2

是单调递减函数，所以    2 0m x m  ，即      4 , 0,2f x f x x   成立， 

故 1 2 4x x  成立，所以 D 正确.故选：ABD. 

三、填空题（本大题共 4 小题，共 20 分） 

13. 3 个学生和 3 个老师共 6 个人站成一排照相，有且仅有两个老师相邻，则不同站法的种数是_______（结

果用数字表示）． 

【答案】432  

【解析】根据题意，分 3 步进行分析： 

①将 3 个老师分成 2 组，有
2

3C 种分组方法，将 2 人的一组看成一个元素，考虑 2 人之间的顺序，有
2 2

3 2C A 种

情况； 

②将剩余的 3 个学生全排列，有
3

3A 种排法，排好后，有 4 个空位； 



③在 4 个空位中任选 2 个，安排 3 个老师分成的两个组，有
2

4A 种方法， 

则 6 人站成一排照相，3 个老师中有且只有两个老师相邻的站法有
2 2 3 2

3 2 3 4 432C A A A  种.故答案为：432 . 

14. 已知函数 f(x)＝e
x
ln x，f′(x)为 f(x)的导函数，则 f′(1)的值为________. 

【答案】e 

【解析】由题意得 f′(x)＝e
x
ln x＋e

x
·
1

x
，则 f′(1)＝e. 

故答案为：e 

15. 已知抛物线 y
2
＝2px(p＞0)上一点(2，m)到焦点的距离为 4，准线为 l．若 l 与双曲线 C：

2 2

2 2
1( 0, 0)

x y
a b

a b
    的两条渐近线所围成的三角形面积为2 2 ，则双曲线 C的渐近线方程为_________． 

【答案】
2

2
y x   

【解析】依题意，抛物线 2 2 0y px p  准线 l ：
2

p
x   ， 

由抛物线定义知2 ( ) 4
2

p
   ，解得 4p  ，则准线 l ： 2x   ， 

双曲线C 的两条渐近线为
b

y x
a

  ，于是得准线 l 与两渐近线交点为
2 2

( 2, ), ( 2, )
b b

A B
a a

   ， 

原点为 O，则 AOB 面积
1 4

| | 2 2 2
2

AOB

b
S AB

a
    ， 

解得
2

2

b

a
 ，所以双曲线 C 的渐近线方程为

2

2
y x  .故答案为：

2

2
y x   

16. 16. 已知在正四棱台 ABCD－A1B1C1D1 中，上底面 A1B1C1D1 的边长为 1，下底面 ABCD 的边长为 2，侧

棱与底面所成的角为 60°，则异面直线 AD1与 B1C 所成的角的余弦值为________． 

答案 
1

4
 

解析 设上、下底面中心分别为 O1，O，则 OO1⊥平面 ABCD，以 O 为原点，直线 BD，AC，OO1 分别为 x

轴，y 轴，z 轴建立空间直角坐标系． 

 



因为 AB＝2，A1B1＝1，所以 AC＝BD＝2 2，A1C1＝B1D1＝ 2.因为平面 BDD1B1⊥平面 ABCD， 

所以∠B1BO 为侧棱与底面所成的角，故∠B1BO＝60°.设棱台高为 h，则 tan 60°＝
h

2

2

，h＝
6

2
， 

所以 A(0，－ 2，0)，D1





－
2

2
，0，

6

2
，B1



2

2
，0，

6

2
，C(0， 2，0)， 

所以AD1
→

＝






－
2

2
， 2，

6

2
，B1C

→
＝






－
2

2
， 2，－

6

2
，故 cos〈AD1

→
，B1C

→
〉＝

AD1
→

·B1C
→

|AD1
→

||B1C
→

|

＝
1

4
， 

故异面直线 AD1与 B1C 所成的角的余弦值为
1

4
. 

四、解答题（本大题共 6 小题，共 70 分） 

17. 已知*𝑎𝑛+为等差数列，各项为正的等比数列*𝑏𝑛+的前𝑛项和为𝑆𝑛，且2𝑎1 = 𝑏1 = 2， ，_____． 

在①𝜆𝑆𝑛 = 𝑏𝑛 − 1(𝜆 ∈ 𝑅)；  ②𝑎4 = 𝑆3 − 2𝑆2 + 𝑆1；③𝑏𝑛 = 2
𝜆𝑎𝑛(𝜆 ∈ 𝑅). 

这三个条件中任选其中一个，补充在上面的横线上，并完成下面问题的解答 

   (如果选择多个条件解答，则按选择第一个解答计分)． 

(1)求数列*𝑎𝑛+和*𝑏𝑛+的通项公式； 

(2)求数列*𝑎𝑛 + 𝑏𝑛+的前𝑛项和𝑇𝑛． 

【答案】解：设等差数列*𝑎𝑛+的公差为 ， 

 2𝑎1 = 2，𝑎2 + 𝑎 = 10， 2𝑎1 +   = 10， 𝑎1 = 1， = 1， 

 𝑎𝑛 = 1 + (𝑛 − 1) × 1 = 𝑛， 

选①： 

(1)由𝑏1 = 2，𝜆𝑆𝑛 = 𝑏𝑛 − 1， 

当𝑛 = 1时，有𝜆𝑆1 = 𝜆𝑏1 = 𝑏1 − 1，即2𝜆 = 2 − 1，解得：𝜆 =
1

2
， 

当𝑛  2时，𝑏𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 2(𝑏𝑛 − 1) − 2(𝑏𝑛−1 − 1)，即𝑏𝑛 = 2𝑏𝑛−1， 

所以*𝑏𝑛+是一个以2为首项，2为公比的等比数列， 

 𝑏𝑛 = 2 × 2
𝑛−1 = 2𝑛； 

(2)由(1)知：𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑛 + 2
𝑛， 

 

． 

选②： 



(1)设等比数列*𝑏𝑛+的公比为 ，则  0， 

依题意得𝑎4 = (𝑆3 − 𝑆2) − (𝑆2 − 𝑆1) = 𝑏3 − 𝑏2 = 𝑏1( 
2 −  ) = 4， 

 𝑏1 = 2， 2( 
2 −  ) = 4，解得 或 = −1(舍)， 

 𝑏𝑛 = 2
𝑛； 

(2)由(1)知：𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑛 + 2
𝑛， 

 

． 

选③： 

(1)  𝑏𝑛 = 2
𝜆𝑎𝑛(𝜆 ∈ 𝑅)，2𝑎1 = 𝑏1 = 2， 

令𝑛 = 1，得：𝑏1 = 2
𝜆𝑎1，即2 = 2𝜆， 𝜆 = 1， 𝑏𝑛 = 2

𝑎𝑛， 

 𝑎𝑛 = 𝑛， 𝑏𝑛 = 2
𝑛； 

(2)由(1)知：𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑛 + 2
𝑛， 

 

． 

【解析】本题主要考查等差、等比数列基本量的计算、通项公式的求法及分组求和在数列求和中的应用，

属于基础题． 

(1)由题设条件求出等差数列的公差与等比数列的公比，即可求得其通项公式；(2)先由(1)求得𝑎𝑛 + 𝑏𝑛，再

利用分组求和的办法求得前𝑛项和𝑇𝑛． 

18. 已知关于 ,x y的方程 2 2: 2 4 0C x y x y m     . 

（1）若方程C 表示圆，求实数m 的取值范围； 

（2）若圆C 与圆 2 2 8 12 36 0x y x y     外切，求实数m 的值； 

（3）若圆C 与直线 : 2 4 0l x y   相交于 ,M N 两点，且
4 5

5
MN  ，求实数m 的值． 

【答案】（1）  ,5 （2） 4m  （3） 4m   

（1）解：把方程 2 2: 2 4 0C x y x y m     ，配方得：    
2 2

1 2 5x y m     ， 

若方程C 表示圆，则5 0m  ，解得 5m  ；所以m 的取值范围为  ,5 ． 

（2）解：由（1）得圆C 的圆心为 1,2 ，半径 5r m   



把圆 2 2 8 12 36 0x y x y     化为标准方程得：    
2 2

4 6 16x y     ，得到圆心坐标为  4,6 ，半径为 4 ， 

则两圆心间的距离    
2 2

4 1 6 2 5d      ， 

因为两圆的位置关系是外切，所以d R r  即4 5 5m   ，解得 4m  ； 

（3）解：因为圆C 的圆心为 1,2 ，则圆心C 到直线 l 的距离
1 5

55
d   ， 

所以  
2

2
21

5
2

m MN d
 

   
 

 ，即5 1m  ，解得 4m  . 

19. 高二(1)班共有 35 名同学，其中男生 20 名，女生 15 名，今从中选出 3 名同学参加活动. 

（1）其中某一女生必须在内，不同的取法有多少种？ 

（2）其中某一女生不能在内，不同的取法有多少种？ 

（3）恰有 2 名女生在内，不同的取法有多少种？ 

（4）至少有 2 名女生在内，不同的取法有多少种？ 

（5）至多有 2 名女生在内，不同的取法有多少种？ 

【答案】（1）561 种；（2）5 984 种；（3）2 100 种；（4）2 555 种；（5）6 090 种. 

【解析】（1）从余下的 34 名学生中选取 2 名，有
2

34C ＝561(种).∴不同的取法有 561 种； 

（2）从 34 名可选学生中选取 3 名，有
3

34C 种；或者
3 2 3

35 34 34 5984C C C   (种). 

∴不同的取法有 5984 种； 

（3）从 20 名男生中选取 1 名，从 15 名女生中选取 2 名，有
1 2

20 15 2100C C  (种). 

∴不同的取法有 2100 种； 

（4）选取 2 名女生有
1 2

20 15C C 种，选取 3 名女生有
3

15C 种，共有选取方式
1 2

20 15C C ＋
3

15C ＝2100＋455＝2555 种； 

∴不同的取法有 2555 种. 



（5）选取 3 名的总数有
3

35C ，因此选取方式共有
3

35C －
3

15C ＝6545－455＝6090(种). 

∴不同的取法有 6090 种. 

20. 已知直三棱柱 111 CBAABC  中，侧面 BBAA 11 为正方形， FEBCAB ，，2 分别为 AC 和 1CC 的

中点， D 为棱 11BA 上的点， 11BABF  ． 

（1）证明： DEBF  ；（2）当 DB1 为何值时，面 CCBB 11 与面DEF 所成的二面角的正弦值最小？ 

【解析】（1）略 

（2）由（1）可知 ,AB BF AB BB 
1
， ,BF BB B BF  

1
平面 BCC B

1 1
， BB 

1
平面 BCC B

1 1
 

 AB 平面 BCC B
1 1

且 BC 平面 BCC B
1 1

  , ,AB BC BB
1
两两垂直 

以 , ,AB BC BB
1
为 , , zx y 轴建立空间直角坐标系 

设 B D
1

的长度为 a ，则D( ,0,2), E(1,1,0), F(0,2,1)a ， ( , , ), ( , , )EF DE a    111 1 1 2  

设平面 DEF 的法向量为 ( , , )m x y z ，则
m EF

m DE

  


 

0

0
， 即

-

( - ) -

x y z

a x y z

  


 

0

1 2 0
，令 3x  ，解得 

( , , )m a a  3 1 2 ，由题可知平面 BBC C
1 1

的法向量为 (1,0,0)n   

设平面 BBC C
1 1

与平面 DEF 所成的二面角为 ，则 

2

| | 3
cos

| | | | 1 27
2(a- ) +

2 2

m n

m n



 


，当 a 

1

2
时， cos 取得最大值

6

3
，即平面 BBC C

1 1
与平面 DEF 所成的二面

角的正弦值最小，最小值为
3

3
 

21. 已知双曲线 C 过点  4, 3 ，且渐近线方程为
1

2
y x  ，直线 l 与曲线 C 交于点 M、N 两点. 

（1）求双曲线 C 的方程； 

（2）若直线 l 过点  1,0 ，问在 x 轴上是否存在定点 Q，使得QM QN 为常数？若存在，求出点坐标及此

常数的值；若不存在，说明理由. 



【答案】（1）
2

2 1
4

x
y  ；（2）存在；

23
( ,0)

8
Q ；

273

64
QM QN  . 

【解析】（1）∵双曲线 C 过点 (4, 3) ，且渐近线方程为
1

2
y x  ， 

∴
2 2

16 3
1

1

2

a b

b

a


 


 


，解得 2 21, 4b a  ，∴双曲线的方程为
2

2 1
4

x
y  ； 

（2）设直线 l 的方程为 1x my  ，设定点 ( ,0)Q t  

联立方程组

2
2 1

4

1

x
y

x my


 


  

，消 x 可得  2 24 2 3 0m y my    ， 

∴ 2 4 0m   ，且  2 24 12 4 0m m     ，解得 2 3m  且 2 4m  ， 

设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ， 

∴ 1 2 1 22 2

2 3
,

4 4

m
y y y y

m m
    

 
，∴  

2

1 2 1 2 2 2

2 8
2 2

4 4

m
x x m y y

m m


       

 
， 

    
2 2 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

3 2 4 4
1 1 1 1

4 4 4

m m m
x x my my m y y m y y

m m m


            

  
 

2

20
4

4m
  


∴      1 1 2 2 1 2 1 2, ,QM QN x t y x t y x t x t y y         

  2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 2 2 2

20 8 3 8 23
4 4

4 4 4 4

t
x x t x x t y y t t t

m m m m


               

   
为常数，与 m 无

关.∴8 23 0t   ，解得
23

8
t  ．即

23
( ,0)

8
Q ，此时

273

64
QM QN  ． 

22. 已知函数
21

( ) ( 2) 2 ln ( 0), ( ) ( ) 2
2

      f x x a x a x a g x f x x . 

（1）若 2x  是函数 ( )f x 的极大值点，函数 ( )f x 的极小值为 ( )h a . 

①求实数a的取值范围及 ( )h a 的表达式； 

②记M 为 ( )h a a 的最大值，求证：
2e

2e
2

 M （ e=2.71828…是自然对数的底）. 

（2）若 ( )g x 在区间 (0, ) 上有两个极值点 1 2 1 2, ,x x x x .求证： 2( ) 0g x  . 



【答案】（1）① (2, )a  ，  
2

2 2 ln
2

a
h a a a a    ；②证明见解析（2）证明见解析 

解：①
2

( ) ( 2)
a

f x x a
x

     ，
2 ( 2) 2 ( 2)( )x a x a x x a

x x

    
  ， 

( ) 0f x  ，解得 1 22,x x a  ，又 2x  为极大值点，则 2a  ， (2, )a   ； 

此时，当2 x a  时，   0f x  ，  f x 在  2,a 上递减， 

当 x a 时，   0f x  ，  f x 在  ,a  上递增，所以当 x a 时，函数  f x 取得极小值， 

所以  
2

( ) ( ) 2 2 ln
2

a
h a f x f a a a a     

极小值
. 

②由①知  
2

( ) ( ) 2 ln 2
2

a
h a a f a a a a a       ，令  

2

( ) 2 ln 2
2

x
x x x x x      ， 

则  ( ) 1 2ln 2x x x x      ，
2

( ) 1 0x
x

     ，所以 ( )x  在  2, 上递减， 

又 2 2( ) 3 0, ( ) 5 0e e e e        ，所以存在  2

0 ,x e e ，有 0 0 0( ) 1 2ln 0x x x      ， 

即 0
0

1
ln

2

x
x


 ，且  x 在  02, x 上递增，在  0 ,x  上递减， 

所以  
2 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1
2 ln 2 2

2 2 2 2

x x x x
M x x x x x x x


           ，因为  2

0 ,x e e ，所以
2

2
2

e
M e  ； 

（2）
21

( ) ( ) 2 2 ln
2

g x f x x x ax a x     ，
22 2

( ) ( ) 2
a x ax a

g x f x x x a
x x

 
       ， 

由 2 8 0a a    ，得 8a  ，则  1 2 1 2,x x x x 是方程 2 2 0x ax a   的两个根， 

所以 2 1 22 8x x x a    ，则 2 4x  ，且由 2

2 2 2 0x ax a   ，得
2

2

2 2

x
a

x



， 

2 2 3 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

( ) 2 ln 2 ln
2 2 2 2

x x x x
g x ax a x x

x x
        

 
， 2( ) 0g x  ，即为

2 3 2

2 2 2
2

2 2

2 ln 0
2 2 2

x x x
x

x x
   

 
， 

即为
2 2

2 2

2ln1
0

2 2 2

x x

x x
   

 
，即为 2 2

1
2ln 1 0

2
x x   ， 

令   2 2

1
2ln 1

2
r x x x   ，则  

2

2 1 2 1
0

2 4 2
r x

x
      ，所以  r x 在  4, 上递减， 

则    
3

16
4 2ln 4 3 ln ln1 0r x r

e
      ，即 2 2

1
2ln 1 0

2
x x   ，所以 2( ) 0g x  . 

 


