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江苏省仪征中学 2021-2022学年第一学期期末模拟试卷 2

高二数学

一．单项选择题（本大题共 8小题，每小题 5分，共计 40分。每小题给出的四个选项中，只有一个选项

是正确的。请把正确答案的选项填涂在答题卡相应位置上。）

1.在等差数列{��}中，若��为前�项和，2�7 = �8 + 5，则�11的值是(    )

A. 55 B. 11 C. 50 D. 60

【答案】�

【解答】解：由等差数列{��}的性质可得：�6 = 2�7 − �8 = 5，

则�11 = 11(�1+�11)
2

= 11�6 = 55．故选：�．

2.已知数列 �� 的前�项和为��，�1 = 1，�� = 2��+1，则�� = ( )

A. 2�−1 B. 1
2�−1 C. 2

3

�−1
D. 3

2

�−1

【答案】�

【解答】解：因为�� = 2��+1 = 2 ��+1 − �� ，所以
��+1
��

= 3
2，

则数列 �� 是等比数列，首项为 1，公比为
3
2
，则�� = 3

2

�−1
．故选 D.

3.若坐标原点在圆�2 + �2 − 2�� + 2�� + 2�2 − 4 = 0 的内部，则实数�的取值范围是( )

A. ( − 1,1) B. ( − 2
2

, 2
2

) C. ( − 3, 3) D. ( − 2, 2)

【答案】�

【解答】解：∵原点�在圆�2 + �2 − 2�� + 2�� + 2�2 − 4 = 0 的内部，

∴ 02 + 02 − 2� × 0 + 2� × 0 + 2�2 − 4 < 0，得 2�2 < 4，解得− 2 < � < 2，

即实数�的取值范围为( − 2, 2)．故选 D．

4.已知抛物线�：�2 = 8�的焦点为�，准线为�，�是�上一点，�是直线��与�的一个交点，若������ = 4������� ，

则|��| = (    )

A. 7
2 B. 3 C. 5

2 D. 2

【答案】�

【解答】解：设�(��, ��)，因为抛物线�：�2 = 8�，

故焦点为�(2,0)，准线为�：� =− 2，

�是�上一点，�是直线��与抛物线�的一个交点，故�( − 2, ��)，

则������ = ( − 4, ��)，������� = (�� − 2, ��)，
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因为������ = 4������� ，则−4 = 4(�� − 2)，

所以�� = 1，

将�� = 1 代入抛物线方程，得�� =± 2 2，

则|��| = 8 + 1 = 3，

故选 B．

5.设�1是双曲线�：�2

�2 − �2

�2 = 1(� > 0, � > 0)的一个焦点，�1，�2是�的两个顶点，�上存在一点�，使得��1

与以�1�2为直径的圆相切于�，且�是线段��1的中点，则�的渐近线方程为( )

A. � =± 3
3

� B. � =± 3� C. � =± 1
2

� D. � =± 2�

【答案】�

【解答】解：不妨记�1是双曲线�的下焦点，设�2是双曲线�的上焦点，记�1是双曲线�的下顶点，

�2是双曲线�的上顶点，

画出如图所示的图象，

由于�为�1�2的中点，�为线段��1的中点，

则由中位线定理可得��//��2，|��| = 1
2

|��2|，

由��1与以线段�1�2为直径的圆相切于点�，

则|��| = �，|��2| = 2�，

由双曲线的定义可得，|��1| − |��2| = 2�，

即有|��1| = 4�，则��1 = 2�，

由�� ⊥ ��1，由勾股定理可得�2 + (2�)2 = �2，

即 5�2 = �2 + �2，则 4�2 = �2，即
�
�

= 1
2
．

∴ �的渐近线方程为� =± �
�

� =± 1
2

�．故选：�．

6.已知�(�) =− 1
2

�2 + 6� − 8ln�在区间[�, � + 1]上不单调，则实数�的取值范围是( )

A. (1,2) B. (3,4) C. (1,2) ∪ (3,4) D. (1,2] ∪ [3,4)

【答案】�

【解答】解：∵函数�(�) =− 1
2

�2 + 6� − 8���，

∴ �'(�) =− � + 6 − 8
�
，函数�(�)的定义域为(0, + ∞)，

∵函数�(�) =− 1
2

�2 + 6� − 8���在[�, � + 1]上不单调，
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∴ �'(�) =− � + 6 − 8
�

= 0 在区间(�, � + 1)上有解，

∴ �2−6�+8
�

= 0 在(�, � + 1)上有解，

∴ �(�) = �2 − 6� + 8 = 0 在(�, � + 1)上有解，

∴由�2 − 6� + 8 = 0 得：� = 2 或� = 4，

∴ 2 ∈ (�, � + 1)或 4 ∈ (�, � + 1)，

解得：1 < � < 2 或 3 < � < 4，故选 C．

7.在数列{��}中，�1 = 1，��+1 = 2��，�� = �1
2 − �2

2 + �3
2 − �4

2 + … + �2�−1
2 —�2�

2 等于( )

A. 1
3

(2� − 1) B. 1
5

(1 − 24�) C. 1
3

(4� − 1) D. 1
3

(1 − 2�)

【答案】�

【解答】解：在数列{��}中，�1 = 1, ��+1 = 2��，可得数列{��}为首项为 1，公比为 2 的等比数列，

所以�� = 2�−1，�� = �1
2 − �2

2 + �3
2 − �4

2 + … + �2�−1
2 − �2�

2

= 1 − 4 + 16 − 64 + … + 42�−2 − 42�−1

= 1−(−4)2�

1−(−4)
= 1

5
(1 − 42�) = 1

5
(1 − 24�)． 故选 B．

8.设函数�(�)满足�3�’(�) + 3�2�(�) = 1 + ���，且�( �) = 1
2�
，则� > 0 时，�(�)( )

A. 有极大值，无极小值 B. 有极小值，无极大值

C. 既有极大值又有极小值 D. 既无极大值也无极小值

【答案】�

【解答】解：因为�3�' � + 3�2� � = 1 + ln�，

令�' � = �3� � ' = 1 + ln�，

设� � = ���� + �，

则� � = �3� � ，

所以� � = � �
�3 = ����+�

�3 ，

因为� � = 1
2�
，
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所以� � =
�×1

2+�

� �
= 1

2�
，

解得� = 0，

则� � = ����
�3 = ���

�2 ，

所以�' � = 1−2ln�
�3 ，

令�'(�) = 0，解得� = �，

在 0, � ，�'(�) > 0，函数单调递增， �, + ∞ ，�'(�) < 0，函数单调递减，

所以当� > 0 时，�(�)有极大值，无极小值．故选 A．

二．多项选择题（本大题共 4小题，每小题 5分，共计 20分。在每小题给出的四个选项中，有多项符合

题目要求。全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分. 请把正确答案的选项填涂在答题卡

相应位置上。）

9.对于函数�(�) = ln�
�
，下列说法正确的有(    )

A. �(�)在� = �处取得极大值
1
�

B. �(�)有两个不同的零点

C. �(2) < �(�) < �(3)

D. 若�(�) < � − 1
�
在(0, + ∞)上恒成立，则� > 1

【答案】���

【解答】解：�、函数的导数�'(�) = 1−ln�
�2 (� > 0)，令�'(�) = 0 得� = �，

则当 0 < � < �时，�'(�) > 0，函数�(�)为增函数，

当� > �时，�'(�) < 0，函数�(�)为减函数，

则当� = �时，函数取得极大值，极大值为�(�) = 1
�
，故 A 正确；

B、由�(�) = 0 得��� = 0 得� = 1，

易知，当� > 1 时，�(�) > 0，

又当� → 0，�(�) →− ∞，� →+ ∞，�(�) → 0，则�(�)的图象如图：
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由图象可知函数�(�)只有一个零点� = 1，故 B 错误；

C、�(4) = ln4
4

= 2ln2
4

= ln2
2

= �(2),

又当� > �时，�(�)为减函数，所以�(3) > �(�) > �(4)，

故�(2) < �(�) < �(3)成立，故 C 正确；

D、若�(�) < � − 1
�
在(0, + ∞)上恒成立，则� > ln�

�
+ 1

�
，

设ℎ(�) = ln�
�

+ 1
�
，(� > 0)，则ℎ'(�) =− ln�

�2，

当 0 < � < 1 时，ℎ'(�) > 0，ℎ(�)单调递增，当� > 1 时，ℎ'(�) < 0，ℎ(�)单调递减，

即当� = 1 时，函数ℎ(�)取得极大值同时也是最大值ℎ(1) = 1，

∴ � > 1，故 D 正确．

故选：���．

10.已知公差为�的等差数列{��}，��为其前�项和，下列说法正确的是( )

A. 若�9 < 0，�10 > 0，则�6是数列{��}中绝对值最小的项

B. 若
�3
�6

= 1
4，则

�6
�12

= 1
4

C. 若�1 = 8，�4 = 2，则|�1| + |�2| + … + |�8| = 32

D. 若|�4| = |�8|，� ≠ 0，则�11 = 0

【答案】���

【解答】解：{��}为等差数列．

A.由
�9 < 0
�10 > 0，得

�1 + �9 < 0
�1 + �10 > 0 , ∴ �5 < 0

�5 + �6 > 0 , ∴ |�6| > |�5|,

∴ �6不是数列{��}中绝对值最小的项，故 A 错误；

B.方法一：∵ {��}为等差数列，∴ �3，�6 − �3，�9 − �6，�12 − �9为等差数列，

设�3 = �，则�6 = 4�，∴ �，3�，�9 − 4�，�12 − �9为等差数列，

∴ �12 = 16�，∴ �6
�12

= 4�
16�

= 1
4；

方法二：
�3

�6
= 3�1+3�

6�1+15�
= 1

4，∴ � = 2�1，∴ �6

�12
= 6�1+15�

12�1+66�
= 36�1

144�1
= 1

4
.故 B 正确；



第 6页，共 16页

C.�1 = 8，�4 = 2，∴ 3� =− 6，∴ � =− 2，∴ �� = 8 − 2(� − 1) =− 2� + 10．

∴ |�1| + |�2| + … + |�8| = 8 + 6 + 4 + 2 + 0 + 2 + 4 + 6 = 32，故 C 正确；

D.∵ �4 = �8 ，� ≠ 0，∴ �4 =− �8，∴ �4 + �8 = 0，

�11 = 11(�1+�11)
2

= 11(�4+��)
2

= 0，故 D 正确．

故选 BCD．

11.瑞士著名数学家欧拉在 1765 年提出定理：三角形的外心、重心、垂心位于同一直线上，这条直线被后

人称为三角形的“欧拉线”.若△ ���满足�� = ��，顶点�(1,0)，�( − 1,2)，且其“欧拉线”与圆�：(� −

3)2 + �2 = �2相切，则下列结论正确的是(    )

A. 圆�上的点到原点的最大距离为 3 + 2

B. 圆�上存在三个点到直线� − � − 1 = 0 的距离为 2

C. 若点(�, �)在圆�上，则
�

�+1的最小值是− 2

D. 若圆�与圆�2 + (� − �)2 = 2 有公共点，则� ∈ [ − 3,3]

【答案】��

【解答】解：由题意，△ ���的欧拉线即��的垂直平分线，

∵ �(1,0)，�( − 1,2)，∴ ��的中点坐标为(0,1)，��� = 2−0
−1−1

=− 1，

则��的垂直平分线方程为� = � + 1，即� − � + 1 = 0．

由“欧拉线”与圆�：(� − 3)2 + �2 = �2相切，

∴ (3,0)到直线� − � + 1 = 0 的距离� = |3+1|
2

= 2 2，

∴ � = 2 2，则圆的方程为：(� − 3)2 + �2 = 8，

圆心(3,0)到原点的距离为 3 > 2 2，则圆�上的点到原点的最大距离为 3 + 2 2，故 A 错误；

∵圆心(3,0)到直线� − � − 1 = 0 的距离为� = |3−1|
2

= 2，∴圆�上存在三个点到直线� − � − 1 = 0 的距离

为 2，故 B 正确；

�
�+1的几何意义为圆上的点与定点�( − 1,0)连线的斜率，

设过( − 1,0)与圆相切的直线方程为� = �(� + 1)，即�� − � + � = 0，

由
|3�+�|

�2+1
= 2 2，解得� =± 1，∴ �

�+1的最小值是−1，故 C 错误；

�2 + (� − �)2 = 2 的圆心坐标(0, �)，半径为 2，

圆�的(� − 3)2 + �2 = 8 的圆心坐标为(3,0)，半径为 2 2，

要使圆�2 + (� − �)2 = 2 与圆�有公共点，则圆心距的范围为[ 2, 3 2]，
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∴ 2 ≤ 32 + �2 ≤ 3 2，解得−3 ≤ � ≤ 3，故 D 正确．

故选：��．

12.已知函数�(�) = ln� + 1
2

�2 − 2ax + 1
2
，下列结论错误的是( )

A. 当−1 < � < 1 时，函数�(�)有极值

B. 当� = 1 时，� = 1 是�(�)的极小值点

C. 当� > 1 时，�(�)的极小值小于 0

D. ∃� ∈ �，�(�)无零点

【答案】���

【解答】解：�'(�) = 1
�

+ � − 2� = �2−2��+1
�

，(� > 0)

方程�2 − 2�� + 1 = 0 的判别式� = 4�2 − 4，

当−1 < � < 1 时，� < 0，� = �2 − 2�� + 1 恒大于零，所以�'(�) > 0，

故�(�)单调递增，无极值，A 错误；

当� = 1 时，�'(�) = 1
�

+ � − 2 = �2−2�+1
�

= (�−1)2

�
≥ 0，�(�)单调递增，无极值，B 错误；

当� > 1 时，令�'(�) = 0，

解得�1 = � − �2 − 1，�2 = � + �2 − 1，

可知�(�)在 0, �1 和 �2, + ∞ 单调递增，在 �1, �2 单调递减，

�(�)在� = �2处取得极小值，而 0 < �1 < 1 < �2，

所以�(�2) < �(1) = 1 − 2� < 0，C 正确；

又当� → 0 时，�(�) < 0，当 时，�(�) > 0，

而且�(�)的图象连续，所以�(�)必有零点，D 错误．

故选 ABD．

三．填空题（本大题共 4小题，每小题 5分，共计 20分。请把正确答案的选项填在答题卡相应位置上。）

13.已知�1，�2分别为双曲线
�2

�2 − �2

�2 = 1(� > 0, � > 0)的左、右焦点，以�1�2为直径的圆与双曲线在第一象

限和第三象限的交点分别为�，�，设四边形�1��2�的周长为�，面积为�，且满足 32� = �2，则该双曲

线的离心率为

【答案】 6
2

【解答】
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解：设|��1| = �，|��2| = �，

由双曲线的定义可得� − � = 2�，①

由|��| = |��|，|��1| = |��2|，

可得四边形�1��2�为平行四边形，

由直径所对的圆周角为直角，

可得四边形�1��2�为矩形，

即有�2 + �2 = 4�2，②

� = ��，� = 2(� + �)，

可得 32�� = 4(� + �)2，③

由①②③可得 4�2 − 4
3

�2 = 4�2，

即为 2�2 = 3�2，

可得� = �
�

= 6
2
．故答案为： 6

2
．

14.若直线� = �� + �是曲线� = ��� + 1 的切线，也是曲线� = ln(� + 2)的切线，则� = ．

【答案】��2

【解答】解：设� = �� + �与� = ��� + 1 和� = ln(� + 2)的切点分别为(�1, ���1 + 1)、(�2, ln(�2 + 2))；

∵ � = ��� + 1，� = ln(� + 2)

∴函数� = ��� + 1 的导数为�' = 1
�
，函数� = ln(� + 2)的导数为�' = 1

�+2
，

∴ � = 1
�1

= 1
�2+2，

∴ �1 − �2 = 2，

切线方程分别为� − (���1 + 1) = 1
�1

(� − �1)，即为� = �
�1

+ ���1，

或� − ln(�2 + 2) = 1
�2+2

(� − �2)，即为� = �
�1

+ 2−�1
�1

+ ���1，

∴ 2−�1
�1

= 0，

解得�1 = 2，
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∴ � = ��2，

故答案为：��2．

15.若函数�(�) = 1
2

�2 − �� + ln�有极值，则函数�(�)的极值之和的取值范围 ．

【答案】 −∞, − 3

【解答】解：因为� � 的定义域为 0, + ∞ ，

�'(�) = �2−��+1
�

，因为� � 存在极值，

所以�'(�) = 0 在 0, + ∞ 上有根，且在根的两边导数的符号相反，

即方程�2 − �� + 1 = 0 在 0, + ∞ 上有根，且在根的两边导数的符号相反，

设方程�2 − �� + 1 = 0 的两根为�1，�2，

当� = �2 − 4 = 0 时，� =± 2，此时不满足题意；

所以� = �2 − 4 > 0，�1 + �2 = � > 0，�1�2 = 1，

即� > 2，

所以�(�1) + �(�2) = 1
2

�12 + �22 − �(�1 + �2) + (ln�1 + ln�2)

=− 1
2

�2 − 1 <− 3，

故函数� � 的极值之和的取值范围是 −∞, − 3 ，

故答案为 −∞, − 3 ．

16.数列{��}满足��+1 + ( − 1)��� = 2� − 1，则{��}的前 60 项和为

【解答】解：由��+1 + ( − 1)��� = 2� − 1 可知，

�2 − �1 = 1，�3 + �2 = 3, �4 − �3 = 5, �5 + �4 = 7,

�6 − �5 = 9, ⋯, �60 − �59 = 117，

由以上关系可得，当�为奇数时，�1 + �3 = 2, �3 + �5 = 2, �5 + �7 = 2, ⋯, �57 + �59 = 2

即相邻两个奇数项的和恒为 2，

∴数列{��}的前 60 项中奇数项的和为�奇 = �1 + �3 + �5 + … + �59 = 15 × 2 = 30，

由�2 − �1 = 1, �4 − �3 = 5, �6 − �5 = 9, ⋯, �60 − �59 = 117 可知，

数列{�2� − �2�−1}为首项为 1，公差为 4 的等差数列，

由等差数列前�项和可得，(�2 − �1) + (�4 − �3) + (�6 − �5) + … + (�60 − �59) = (�2 + �4 + �6 + … +

�60) − (�1 + �3 + �5 + … + �59) = 30 + 30×29
2

× 4 = 1770，
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∴数列{��}的前 60 项中偶数项的和为�偶 = 1770 + 30 = 1800，

∴ �1 + �2 + ⋯ + �60 = �奇 + �偶 = 30 + 1800 = 1830．

四．解答题（本大题共 6 小题，共计 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤）

17.已知圆�的圆心在直线� = � + 1 上，且圆�与�轴相切，点�( − 5, − 2)在圆�上，点�( − 4, − 5)在圆�

外．

(1)求圆�的方程；

(2)若过点( − 2, − 4)的直线�交圆�于�，�两点，且|��| = 2 3，求直线�的方程．

【答案】解：(1)设圆心�(�, � + 1)，半径� = |� + 1|，

则圆�的方程可设为(� − �)2 + (� − � − 1)2 = (� + 1)2，

因为点�( − 5, − 2)在圆�上，

所以(5 + �)2 + (� + 3)2 = (� + 1)2，解得� =− 3 或−11，

因为点�( − 4, − 5)在圆�外，经检验� =− 11 不符，舍去．

故圆�的方程为(� + 3)2 + (� + 2)2 = 4；

(2)由(1)可知圆�的半径� = 2，|��| = 2 3，

所以圆心到直线的距离� = �2 − ��
2

2
= 4 − 3 = 1，

当�不存在时，直线方程� =− 2，符合题意;

当�存在时，设直线方程为� + 4 = �(� + 2)，整理得�� − � + 2� − 4 = 0，

所以圆心�到直线�的距离� = −3�+2+2�−4

1+�2
= 1，

即(� + 2)2 = �2 + 1，解得� =− 3
4
，

所以� + 4 =− 3
4

(� + 2)，所以直线的方程为 3� + 4� + 22 = 0．

∴综上，直线方程为� =− 2 或 3� + 4� + 22 = 0．

18.已知数列{��}的前�项和为��，且�� = 2�� − 2(� ∈ �∗).

(1)求数列{��}的通项公式；

(2)从下面两个条件中选择一个填在横线上，并完成下面的问题. ①�2 = 4，�4 = 8；②�2是�1和�4的等比

中项，�8 = 72．

若公差不为 0 的等差数列{��}的前�项和为��，且____，求数列{ ��
���

}的前�项和��．
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【答案】解：(1)由题意，当� = 1 时，�1 = �1 = 2�1 − 2，解得�1 = 2，

当� ≥ 2 时，�� = �� − ��−1 = 2�� − 2 − 2��−1 + 2，

化简整理，得�� = 2��−1，

∴数列{��}是以 2 为首项，2 为公比的等比数列，

∴ �� = 2 × 2�−1 = 2�，� ∈ � ∗，

(2)方案一：选条件①，

设等差数列{��}的公差为�(� ≠ 0)，

则
�1 + � = 4
�1 + 3� = 8，解得

�1 = 2
� = 2

，

∴ �� = 2� + �(�−1)
2

× 2 = �(� + 1)，

∴ ��
���

= �(�+1)
�⋅2� = (� + 1) × 1

2�，

∴ �� = 2 × 1
21 + 3 × 1

22 + 4 × 1
23 + … + � × 1

2�−1 + (� + 1) × 1
2�，

1
2

�� = 2 × 1
22 + 3 × 1

23 + … + � × 1
2� + (� + 1) × 1

2�+1，

两式相减，可得：

1
2

�� = 2 ×
1
21 +

1
22 +

1
23 + … +

1
2� − (� + 1) ×

1
2�+1

= 1 +

1
22 − 1

2�+1

1 − 1
2

− (� + 1) ×
1

2�+1

= 3
2

− �+3
2

⋅ 1
2�，

∴ �� = 3 − �+3
2� ．

方案二：选条件②，

设等差数列{��}的公差为�(� ≠ 0)，

则由�2是�1和�4的等比中项，可得�2
2 = �1�4，

即(�1 + �)2 = �1(�1 + 3�)，

化简整理，得(�1 − �)� = 0，

∵ � ≠ 0，∴ �1 − � = 0，即�1 = �，

∴ �8 = 8�1 + 8×7
2

� = 72，

化简整理，得 2�1 + 7� = 18，

联立
�1 = �
2�1 + 7� = 18，解得

�1 = 2
� = 2

，
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∴ �� = 2� + �(�−1)
2

× 2 = �(� + 1)，

∴ ��
���

= �(�+1)
�⋅2� = (� + 1) × 1

2�，

∴ �� = 2 × 1
21 + 3 × 1

22 + 4 × 1
23 + … + � × 1

2�−1 + (� + 1) × 1
2�，

1
2

�� = 2 × 1
22 + 3 × 1

23 + … + � × 1
2� + (� + 1) × 1

2�+1，

两式相减，可得：

1
2

�� = 2 ×
1
21 +

1
22 +

1
23 + … +

1
2� − (� + 1) ×

1
2�+1

= 1 +

1
22 − 1

2�+1

1 − 1
2

− (� + 1) ×
1

2�+1

= 3
2

− �+3
2

⋅ 1
2�，

∴ �� = 3 − �+3
2� ．

19.“既要金山银山，又要绿水青山”.某风景区在一个直径��为 100 米的半圆形花圆中设计一条观光线

路．打算在半圆弧上任选一点�(与�, �不重合)，沿��修一条直线段小路，在路的两侧(注意是两侧)种植绿

化带；再沿弧���修一条弧形小路，在小路的一侧(注意是一侧)种植绿化带，小路与绿化带的宽度忽略不计．

(1)设∠��� = �(弧度)，将绿化带的总长度表示为�的函数�(�)；

(2)求绿化带的总长度�(�)的最大值．

【答案】解：(1)连结��，��．

在直角△ ���中，�� = ������ = 100����，���的弧长= 50 × 2� = 100�；

所以绿化带的总长度为�(�) = 200���� + 100�，其中� ∈ (0,   �
2

)；



第 13页，共 16页

(2)对�(�)求导数，得� '(�) =− 200���� + 100，� ∈ (0,   �
2

)，

令�'(�) = 0，可得���� = 1
2
，所以� = �

6，

当� ∈ (0, �
6

)时，�'(�) > 0，�(�)单调递增，

当� ∈ ( �
6

, �
2

)时，�'(�) < 0，�(�)单调递减．

所以�(�)��� = �( �
6

) = 200 × 3
2

+ 100 × �
6

= 100 3 + 50�
3
，

所以绿化带的总长度�(�)的最大值为(100 3 + 50�
3

)米．

20.已知数列{��}满足�1 = 2
3
，�1�2⋯��−1 = 2

��
− 2，� ≥ 2，� ∈ �∗．(Ⅰ)(�)证明：数列{ 1

1−��
}是等差数列；

(��)求数列{��}的通项公式；

(Ⅱ)记�� = 1
2

�1�2⋯��，� ∈ �∗，�� = �1
2 + �2

2 + ⋯ + ��
2，证明：当� ∈ �∗时，��+1 − 2

3
< �� < 2

5
��．

【答案】解：(Ⅰ)(�)当� ≥ 2 时，�1�2⋯��−1 = 2
��

− 2，

�1�2⋯�� = 2
��+1

− 2，

相除得�� =
1

��+1
−1

1
��

−1
整理为：

1
1−��

= ��+1

1−��+1
= 1

1−��+1
− 1，

即
1

1−��+1
− 1

1−��
= 1(� ≥ 2)，

又�1 = 2
3
，故�2 = 3

4
，故

1
1−�2

− 1
1−�1

= 1 也成立，

∴
1

1 − ��+1
−

1
1 − ��

= 1(� ∈ �∗)

∴ 1
1−��

为等差数列；

(��)由(�)得 1
1−��

= � + 2 整理为：�� = �+1
�+2

(� ∈ �∗)，

(Ⅱ)�� = 1
2

�1�2⋯�� = 1
�+2

∴ ��
2 = 1

(�+2)2 > 1
(�+2)(�+3)

= 1
�+2

− 1
�+3，

∴ �� = �1
2 + �2

2 + ⋯ + ��
2

>
1
3 −

1
4 + . . . +

1
� + 2 −

1
� + 3

=
1
3 −

1
� + 3 = 1 −

1
� + 3 −

2
3
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= �+2
�+3

− 2
3

= ��+1 − 2
3
，

因为��
2 < 1

�+2 2−1
4

= 2
2�+3

− 2
2�+5，

所以�� = �1
2 + �2

2 + … + ��
2

<
2
5

−
2
7

+
2
7

−
2
9

+ ⋯ +
2

2� + 3
−

2
2� + 5

= 2
5

− 2
2�+5

，

而
2
5

− 2
2�+5

− 2
5

�� = 2
5

− 2
2�+5

− 2
5

· �+1
�+2

=
2
5

1 −
� + 1
� + 2

−
2

2� + 5
= 2

1
5� + 10

−
1

2� + 5

= 2 × 2�+5−5�−10
2�+5 5�+10

= 2 × −3�−5
2�+5 5�+10

< 0，

即
2
5

− 2
2�+5

< 2
5

��，

因此�� < 2
5

��．

综上所述，当� ∈ �∗时，��+1 − 2
3

< �� < 2
5

��．

21.已知椭圆�: �2

�2 + �2

�2 = 1(� > � > 0)的半焦距为 1，离心率为
1
2
．

(�)求椭圆�的方程;

(Ⅱ)若�是椭圆�的长轴上的动点(不包含端点)，过�作互相垂直的两条直线�1，�2，�1交椭圆�于�、�两点，

�2交椭圆�于�、�两点，求四边形����面积的最大值．

【答案】解：(�)设半焦距为�，所以� = 1，

因为
�
�

= 1
2
，所以� = 2，

因为�2 = �2 − �2，所以�2 = 3，

所以椭圆方程为
�2

4
+ �2

3
= 1．

(��)当��斜率不存在或斜率为 0 时，

此时|��| = 4，|��| = 2 3(1 − �2

4
)，或|��| = 4，|��| = 2 3(1 − �2

4
)，

此时�四边形���� =
4 3×2 1−�2

4

2
≤ 4 3(当� = 0 时取等号)，

当��的斜率存在且不为 0 时，设��直线方程为� = �(� − �)，�(�1, �1)，�(�2, �2)，

不妨设� > 0，联立
� = �(� − �)
�2

4
+ �2

3
= 1

，

消掉�整理得(4�2 + 3)�2 − 8��2� + 4�2�2 − 12 = 0，
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� = 64�4�2 − 16(4�2 + 3)(�2�2 − 3) = 48[(4 − �2)�2 + 3] > 0

所以
�1 + �2 = 8��2

4�2+3

�1�2 = 4�2�2−12
4�2+3

所以|��| = 1 + �2 (�1 + �2)2 − 4�1�2 = 4 3 �2+1 (4−�2)�2+3
4�2+3

，

把�换成− 1
�
可得|��| = 4 3 �2+1 3�2+(4−�2)

3�2+4
，

所以�四边形���� = 1
2

× 4 3 �2+1 (4−�2)�2+3
4�2+3

× 4 3 �2+1 3�2+(4−�2)
3�2+4

，

=
24(�2 + 1) (4 − �2)�2 + 3 3�2 + (4 − �2)

(4�2 + 3)(3�2 + 4)

因为−2 < � < 2，所以 0 < 4 − �2 ≤ 4，

所以�四边形���� ≤ 24(�2+1) 4�2+3 3�2+4
(4�2+3)(3�2+4)

= 24 (�2+1)2

(4�2+3)(3�2+4)

令� = �2 + 1，所以� > 1，

所以�四边形���� ≤ 24 �2

12�2+�−1
= 24 1

− 1
�2+1

�+12

因为� > 1，

所以�四边形���� < 4 3

综上，四边形����面积的最大值为 4 3．

22.已知函数�(�) = �ln�.

(1)记函数�(�) = �2 − (� + 2)� + �(�)，当� > 2 时，讨论函数�(�)的单调性;

(2)设ℎ(�) = �(�) − �2，若ℎ(�)存在两个不同的零点�1，�2，证明：2� < � < �1
2 + �2

2(�为自然对数的底

数)．

【答案】解：(1) ∵ �(�) = �ln�，∴ �(�) = �2 − (� + 2)� + �ln�(� > 0)，

∴ �'(�) = 2� − (� + 2) + �
�

= (2�−�)(�−1)
�

，

当� > 2 时，
�
2

> 1，∴当� ∈ (0,1)时，�'(�) > 0; � ∈ (1, �
2

)时，�'(�) < 0; � ∈ ( �
2

, + ∞)时，�'(�) > 0，

∴ �(�)在(0,1)和( �
2

, + ∞)上单调递增，在(1, �
2

)上单调递减

(2)由ℎ(�) = �(�) − �2 = �ln� − �2(� > 0)，则ℎ'(�) = �
�

− 2� = �−2�2

�
，

 ①若� ≤ 0，则ℎ'(�) < 0 成立，即ℎ(�)在(0, + ∞)上单调递减，

ℎ(�)最多有一个零点，不合题意．

 ②若� > 0，令ℎ'(�) = 0 得� = �
2
或� =− �

2
(舍去)，
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当� ∈ (0, �
2
)时，ℎ'(�) > 0，ℎ(�)单调递增; � ∈ ( �

2
, + ∞)时，ℎ'(�) < 0，ℎ(�)单调递减．

∴ ℎ(�) ≤ ℎ( �
2
) = �

2
ln �

2
− �

2
.若ℎ(�)存在两个不同的零点�1，�2，则ℎ( �

2
) > 0，即

�
2

ln �
2

− �
2

> 0，∴ ln �
2

> 1，

即� > 2�．

当� > 2�时，又ℎ(1) =− 1 < 0，∴ ℎ(�)在(0, �
2
)上恰有一个零点，

又�� > �(� > 0)，则ℎ(��) = �2 − (��)2 < 0，又� > �
2

∴ ℎ(�)在( �
2
, + ∞)上恰有一个零点．

∴ � > 2�成立．

由ℎ(�1) = ℎ(�2)可得�ln�1 − �1
2 = �ln�2 − �2

2，即�(ln�1 − ln�2) = �1
2 − �2

2，

可设�1 > �2 > 0，则 ln�1 > ln�2，则� = �1
2−�2

2

ln�1−ln�2
;

要证� < �1
2 + �2

2，即证
�1

2−�2
2

ln�1−1��2
< �1

2 + �2
2，即证 ln �1

�2
>

�1
2

�2
2−1

�1
2

�2
2+1

+ 1

设� = �1
�2

(� > 1)，即证 ln� > �2−1
�2+1

，

设�(�) = ln� − �2−1
�2+1

(� > 0)，可得�'(�) = 1
�

− 4�
(�2+1)2 = (�2−1)2

�(�2+1)2 ≥ 0 成立，且仅当� = 1 时等号成立，所以�(�)

在(0, + ∞)上单调递增，所以，当� > 1 时，�(�) > �(1) = 0，

即 ln� > �2−1
�2+1

，则� < �1
2 + �2

2，

综上可得：2� < � < �1
2 + �2

2．


