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3.2.1　基本不等式的证明
[学习目标]　1.了解基本不等式的证明过程.2.能利用基本不等式证明简单的不等式.3.会利用基本不等式求简单的函数的最值.
导语[image: ]　
国际数学家大会是世界上数学家的盛会,如图是在北京召开的第24届国际数学家大会的会标,三国时期赵爽在《勾股方圆图注》中证明勾股定理时采用了该图形,你能找到正方形ABCD的面积与四个直角三角形的面积之和的大小关系吗?带着这个问题我们继续研究不等式的相关知识.
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一、基本不等式的推导与证明
问题1　我们可以将(a-b)2≥0变形,有不等式a2+b2≥2ab,当且仅当a=b时,等号成立.该不等式对任意的实数a,b都能成立,我们称该不等式为重要不等式.现在我们讨论一种特别的情况,如果a>0,b>0,我们用,分别替换上式中的a,b,能得到什么样的结论?
提示　用,分别替换上式中的a,b可得到a+b≥2,当且仅当a=b时,等号成立.我们习惯表示成≤.
问题2　上述不等式是在重要不等式基础上转化出来的,是否对所有的a>0,b>0都能成立?请给出证明.
提示　方法一　(作差法)
-=
=
=≥0,即≥,
当且仅当a=b时,等号成立.
方法二　(性质法)
要证≤,
只需证2≤a+b,
只需证2-a-b≤0,
只需证-(-)2≤0,
显然(-)2≥0成立,当且仅当a=b时,等号成立.
方法三　对于正数a,b,有
(-)2≥0⇒a+b-2≥0
⇒a+b≥2⇒≥.
当且仅当a=b时,等号成立.
方法四　(利用几何意义证明)如图AB是圆的直径,点C是AB上一点,AC=a,BC=b,过点C作垂直于AB的弦DE,连接AD,BD,故有△ACD∽△DCB,故CD=,由于CD小于或等于圆的半径,故用不等式表示为≤,由此也可以得出圆的半径不小于半弦.
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基本不等式:如果a,b是正数,那么≤(当且仅当a=b时,等号成立).我们把不等式≤(a,b≥0)称为基本不等式.
对于正数a,b,我们把称为a,b的算术平均数,称为a,b的几何平均数.
注意点:
(1)基本不等式常见的变形:①当a>0,b>0,则a+b≥2;②当a>0,b>0,则ab≤.
(2)两个正数的几何平均数不大于它们的算术平均数,当两个正数相等时,两者相等.
例1　(1)若a,b∈R,且ab>0,则下列不等式中,恒成立的是	(　　)
A.a2+b2>2ab	B.a+b≥2
C.+>	D.+≥2
答案　D　
解析　对于A,当a=b时,应有a2+b2=2ab,故A错误;对于B,C,条件ab>0,只能说明a,b同号,当a,b都小于0时,B,C错误;对于D,因为ab>0,所以>0,>0,
所以+≥2=2,当且仅当a=b时,等号成立,故D正确.
(2)不等式a+1≥2(a>0)中,等号成立的条件是	(　　)
A.a=0	B.a=
C.a=1	D.a=2
答案　C
解析　因为a>0,根据基本不等式≤,当且仅当a=b时,等号成立,故a+1≥2中,当且仅当a=1时,等号成立.
反思感悟　在基本不等式应用过程中要注意“一正、二定、三相等”.
一正:a,b均为正数;
二定:不等式一边为定值;
三相等:不等式中的等号能取到,即a=b有解.
跟踪训练1　下列不等式的推导过程正确的是　　　　.(填序号) 
①若x>1,则x+≥2=2;
②若x<0,则x+=-
≤-2=-4;
③若a,b∈R,则+≥2=2.
答案　②
解析　①中忽视了基本不等式等号成立的条件,
当x=,即x=1时,等号成立,
因为x>1,所以x+>2;
③中忽视了利用基本不等式时每一项必须为正数这一条件.
二、用基本不等式证明不等式
例2　已知x>0,y>0,z>0,求证:≥8.
证明　∵x>0,y>0,z>0,
∴+≥>0,
当且仅当y=z时,等号成立.
+≥>0,
当且仅当x=z时,等号成立.
+≥>0,
当且仅当x=y时,等号成立.
∴
≥=8,
当且仅当x=y=z时,等号成立.
反思感悟　利用基本不等式证明不等式注意点
(1)此类问题的关键是:所证不等式中大多有“和”式或“积”式,通过将“和”式转化为“积”式或将“积”式转化为“和”式,达到放缩的效果.
(2)注意多次运用基本不等式时等号能否取到.
跟踪训练2　已知a,b,c为正数,求证:++≥3.
证明　左边=+-1++-1++-1
=++-3.
因为a,b,c为正数,
所以+≥2(当且仅当a=b时取“=”);
+≥2(当且仅当a=c时取“=”);
+≥2(当且仅当b=c时取“=”).
从而++≥6(当且仅当a=b=c时取等号).
所以++-3≥3,
即++≥3.
三、用基本不等式求最值
问题3　你能写出基本不等式的几种变形吗?
提示　当a>0,b>0时,有①≤;②ab≤;③a+b≥2.由此我们发现若两个正数的和为定值时,我们可以求这两个数乘积的最大值,若两个数的乘积为定值时,我们可以求这两个数和的最小值.
[image: ]知识梳理[image: ]
已知x,y都为正数,则
(1)如果积xy等于定值P,那么当且仅当x=y时,和x+y有最小值2;
(2)如果和x+y等于定值S,那么当且仅当x=y时,积xy有最大值S2,
简记为:积定和最小,和定积最大.
例3　(1)若x>0,求+4x的最小值.
解　∵x>0,
∴+4x≥2=12,
当且仅当=4x,
即x=时,等号成立,
∴+4x的最小值为12.
延伸探究　将例3(1)中的条件“x>0”改为“x<0”,求+4x的最大值.
解　因为x<0,则-x>0,
原多项式可变为+4x=-,
故有+(-4x)≥2=12,
所以-≤-12,
当且仅当=-4x,即x=-时,等号成立.
故原式的最大值为-12.
(2)若0<a<2,则的最大值为　　　　. 
答案　1
解析　当0<a<2时,2-a>0,则≤=1,当且仅当2-a=a,即a=1时,等号成立.
反思感悟　利用基本不等式求解最值时,要注意“一正、二定、三相等”,尤其是要注意验证等号成立的条件.
跟踪训练3　(1)若x<0,求+3x的最大值.
解　∵x<0,
∴+3x=-
≤-2=-12,
当且仅当-=-3x,即x=-2时,等号成立,
∴+3x的最大值为-12.
(2)已知0<x<,求y=2x(1-2x)的最大值.
解　∵0<x<,∴1-2x>0,
∴y=2x(1-2x)≤=,
当且仅当2x=1-2x,
即x=时,等号成立,
故当x=时,ymax=.
[image: D:\杂\word图标\word图标\课堂小结通.tif]
1.知识清单:
(1)基本不等式:≤(a≥0,b≥0).
(2)用基本不等式证明不等式.
(3)利用基本不等式求最值.
2.常见误区:利用基本不等式求最值时,易忽视“一正、二定、三相等”;多次运用基本不等式时,易忽视等号是否都能取到.
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1.下列等式中最小值为4的是	(　　)
A.y=x+	B.y=2t+
C.y=4t+(t>0)	D.y=t+
答案　C
解析　A中,当x=-1时,y=-5<4;
B中,当t=-1时,y=-3<4;
C中,当y=4t+≥2=4,
当且仅当t=时,等号成立;
D中,当t=-1时,y=-2<4.
2.已知a>0,b>0,a+b=4,则下列各式中正确的是	(　　)
A.+≤	B.+>1
C.≤2	D.≥1
答案　C
解析　当a=b=2时,+=1,
所以A,B选项错误;
同时=<1,所以D选项错误;
对于C选项,
由基本不等式得≤==2,
当且仅当a=b=2时,等号成立,所以C选项正确.
3.设x>0,则3-3x-的最大值是	(　　)
A.3	B.3-2	
C.-1	D.3-2
答案　D
解析　∵x>0,∴3x+≥2=2,
当且仅当x=时,等号成立,
∴-≤-2,则3-3x-≤3-2.
4.已知x,y,z都是正数,且(x+y)(x+z)(y+z)=8,则xyz的最大值为　　　　. 
答案　1
解析　由基本不等式,8=(x+y)(x+z)(y+z)≥2×2×2=8xyz,即xyz≤1,
当且仅当时,即当x=y=z=1时,等号成立,故xyz的最大值为1.
课时对点练　[分值:100分]
单选题每小题5分,共35分;多选题每小题6分,共18分
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1.(多选)下列条件可使+≥2成立的有	(　　)
A.ab>0	B.ab<0
C.a>0,b>0	D.a<0,b<0
答案　ACD
解析　根据基本不等式的条件,可知a,b同号,
则满足条件的是A,C,D.
2.已知a,b∈R,则a2+b2与2|ab|的大小关系是	(　　)
A.a2+b2≥2|ab|	B.a2+b2=2|ab|
C.a2+b2≤2|ab|	D.a2+b2>2|ab|
答案　A
解析　a2+b2=|a|2+|b|2≥2|a||b|=2|ab|(当且仅当|a|=|b|时,等号成立).
3.已知x>0,y>0,则+的最小值为	(　　)
A.15	B.12	
C.8	D.6
答案　B
解析　由基本不等式可知+≥2=12,当且仅当=,即y=2x时,等号成立,则+的最小值为12.
4.若a∈R,则的最小值是	(　　)
A.2	B.4	C.	D.9
答案　A
解析　=+
≥2=2,
当且仅当=,即a=0时,等号成立.
5.(多选)设y=x+-2,则	(　　)
A.当x>0时,y有最小值0
B.当x>0时,y有最大值0
C.当x<0时,y有最大值-4
D.当x<0时,y有最小值-4
答案　AC
解析　当x>0时,
y=x+-2≥2-2=2-2=0,
当且仅当x=,即x=1时,等号成立,
故A正确,B错误;
当x<0时,y=--2≤-2-2=-4,当且仅当-x=,即x=-1时,等号成立,故C正确,D错误.
6.若0<a<b,则下列不等式一定成立的是	(　　)
A.a>>>b	B.b>>>a
C.b>>>a	D.b>a>>
答案　C
解析　∵0<a<b,∴2b>a+b,
∴b>>.
又∵b>a>0,∴ab>a2,∴>a.
故b>>>a.
7.(5分)若x>0,则的最大值为　　　　. 
答案　
解析　因为x>0,所以=,又x+≥2=2,当且仅当x=1时等号成立,
故0<=≤,
所以的最大值为.
8.(5分)已知a,b,c都是正实数,若M=++,N=(a+b+c),则M与N的大小关系是　　　　　. 
答案　M≥N
解析　因为a>0,b>0,可得a2+b2≥2ab,当且仅当a=b时,等号成立,
所以2(a2+b2)≥a2+b2+2ab=(a+b)2,
所以a2+b2≥(a+b)2,
所以≥(a+b),
同理可得≥(b+c),
≥(c+a),
所以M=++
≥[(a+b)+(b+c)+(c+a)],
即++≥(a+b+c),
当且仅当a=b=c时,等号成立,即M≥N.
9.(10分)已知x>0,求函数y=的最小值.
解　因为x>0,根据基本不等式可得y==x++3≥2+3=4+3=7,
当且仅当x=,即x=2时取等号,
故函数y=的最小值是7.
10.(10分)设a,b为正实数,求证:(a+b)(a2+b2)(a3+b3)≥8a3b3.
证明　因为a,b为正实数,
所以a+b≥2,a2+b2≥2ab,
a3+b3≥2=2ab,
当且仅当a=b时取等号,
所以(a+b)(a2+b2)(a3+b3)
≥2×2ab×2ab=8a3b3,
即(a+b)(a2+b2)(a3+b3)≥8a3b3,
当且仅当a=b时取等号.
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11.式子的最小值为	(　　)
A.3	B.4	
C.6	D.8
答案　B
解析　=|x|+≥2=4,当且仅当|x|=,即x=±2时,等号成立,故最小值为4.
12.下列不等式中一定成立的是	(　　)
A.a+≥4	B.a2+b2≥4ab
C.x2+≥2	D.≥
答案　C
解析　若a<0,则a+≥4不成立,故A错误;
若a=1,b=1,则a2+b2<4ab,故B错误;
由基本不等式可知C项正确;
若a=4,b=16,则<,故D错误.
13.(多选)下面四个推导过程正确的有	(　　)
A.若a,b为正实数,则+≥2=2
B.若a∈R,a≠0,则+a≥2=4
C.若x,y∈R,xy<0,则+=-
≤-2=-2
D.若a<0,b<0,则≤ab
答案　AC
解析　A中,∵a,b为正实数,∴,为正实数,符合基本不等式的条件,故A正确;
B中,∵a∈R,a≠0,不符合基本不等式的条件,故B错误;
C中,由xy<0,得,均为负数,但在推导过程中将整体提出负号后,-,-均变为正数,符合基本不等式的条件,故C正确;
D中,对任意的a,b∈R,都有a2+b2≥2ab,即≥ab,故D错误.
14.(5分)已知当x=3时,代数式4x+(x>0,a>0)取得最小值,则a=　　　　. 
答案　36
解析　4x+≥2=4(x>0,a>0),当且仅当4x=,即x=时,等号成立,
所以=3,即a=36.
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15.《几何原本》第二卷中的几何代数法(几何方法研究代数问题)成了后世数学家处理问题的重要依据.通过这一原理,很多代数的定理都能够通过图形实现证明,并称之为无字证明.现有如图所示的图形,点F在半圆O上,点C在直径AB上,且OF⊥AB.设AC=a,BC=b(a>0,b>0),则该图形可以完成的无字证明为	(　　)
[image: ]
A.≥	B.a2+b2≥ 2ab
C.≤	D.≤
答案　D
解析　由题图知,OF=AB=,OC=,
在Rt△OCF中,
CF==,
因为CF≥OF,所以≤(a>0,b>0).
16.(12分)已知a,b都是正数,求证:≤≤≤.
证明　∵+≥2,
∴≤,即≤.
又∵=≤=,
∴≤.
又由基本不等式得≥,
[bookmark: _GoBack]故≤≤≤(当且仅当a=b时,等号成立).
image2.TIF
FIFE FFA

§3.2 BAFRER [ab<’(a,b=0)





image1.png




image3.TIF




image4.TIF
/

A
ka

VA
=




image5.TIF
(N
N




image6.TIF




image7.tiff
= JRENG =




image8.TIF
— T





image9.TIF
& Bt E




image10.TIF




image11.TIF
|V




image12.TIF





 


3


.


2


.


1


 


»ù±¾²»µÈÊ½µÄÖ¤Ã÷


 


[


学习目标


]


 


1


.


了解基本不等式的证明过程


.


2


.


能利用基本不等式证明简单的不等式


.


3


.


会利用基本不等式求简单的


函数的最值


.


 


导语


 


 


国际数学家大会是世界上数学家的盛会


,


如图是在北京召开的第


24


届国际数学家大会的会标


,


三国时期赵爽


ÔÚ¡¶¹´¹É·½Ô²Í¼×¢¡·ÖÐÖ¤Ã÷¹´¹É¶¨ÀíÊ±²ÉÓÃÁË¸ÃÍ¼ÐÎ


,


ÄãÄÜÕÒµ½Õý·½ÐÎ


ABCD


µÄÃæ»ýÓëËÄ¸öÖ±½ÇÈý½ÇÐÎµÄÃæ


»ýÖ®ºÍµÄ´óÐ¡¹ØÏµÂð


?


´ø×ÅÕâ¸öÎÊÌâÎÒÃÇ¼ÌÐøÑÐ¾¿²»µÈÊ½µÄÏà¹ØÖªÊ¶


.


 


 


Ò»¡¢»ù±¾²»µÈÊ½µÄÍÆµ¼ÓëÖ¤Ã÷


 


ÎÊÌâ


1


 


ÎÒÃÇ¿ÉÒÔ½«


(


a


-


b


)


2


¡Ý


0


±äÐÎ


,


ÓÐ²»µÈÊ½


a


2


+


b


2


¡Ý


2


ab


,


µ±ÇÒ½öµ±


a


=


b


Ê±


,


µÈºÅ³ÉÁ¢


.


¸Ã²»µÈÊ½¶ÔÈÎ


ÒâµÄÊµÊý


a


,


b


¶¼ÄÜ³ÉÁ¢


,


ÎÒÃÇ³Æ¸Ã²»µÈÊ½ÎªÖØÒª²»µÈÊ½


.


ÏÖÔÚÎÒÃÇÌÖÂÛÒ»ÖÖÌØ±ðµÄÇé¿ö


,


Èç¹û


a


>0,


b


>0,


ÎÒÃÇÓÃ


?


??


,


?


??


·Ö±ðÌæ»»ÉÏÊ½ÖÐµÄ


a


,


b


,


ÄÜµÃµ½Ê²Ã´ÑùµÄ½áÂÛ


?


 


ÌáÊ¾


 


ÓÃ


?


??


,


?


??


·Ö±ðÌæ»»ÉÏÊ½ÖÐµÄ


a


,


b


¿ÉµÃµ½


a


+


b


¡Ý


2


?


????


,


µ±ÇÒ½öµ±


a


=


b


Ê±


,


µÈºÅ³ÉÁ¢


.


ÎÒÃÇÏ°¹ß±íÊ¾³É


?


????


¡Ü


??


+


??


2


.


 


ÎÊÌâ


2


 


ÉÏÊö²»µÈÊ½ÊÇÔÚÖØÒª²»µÈÊ½»ù´¡ÉÏ×ª»¯³öÀ´µÄ


,


ÊÇ·ñ¶ÔËùÓÐµÄ


a


>0,


b


>0


¶¼ÄÜ³ÉÁ¢


?


Çë¸ø³öÖ¤


Ã÷


.


 


ÌáÊ¾


 


·½·¨Ò»


 


(


×÷²î·¨


)


 


??


+


??


2


-


?


????


=


??


+


??


-


2


?


????


2


 


=


(


?


??


)


2


-


2


?


????


+


(


?


??


)


2


2


 


=


(


?


??


-


?


??


)


2


2


¡Ý


0,


¼´


??


+


??


2


¡Ý


?


????


,


 




  3 . 2 . 1   基本不等式的证明   [ 学习目标 ]   1 . 了解基本不等式的证明过程 . 2 . 能利用基本不等式证明简单的不等式 . 3 . 会利用基本不等式求简单的 函数的最值 .   导语     国际数学家大会是世界上数学家的盛会 , 如图是在北京召开的第 24 届国际数学家大会的会标 , 三国时期赵爽 在《勾股方圆图注》中证明勾股定理时采用了该图形 , 你能找到正方形 ABCD 的面积与四个直角三角形的面 积之和的大小关系吗 ? 带着这个问题我们继续研究不等式的相关知识 .     一、基本不等式的推导与证明   问题 1   我们可以将 ( a - b ) 2 ≥ 0 变形 , 有不等式 a 2 + b 2 ≥ 2 ab , 当且仅当 a = b 时 , 等号成立 . 该不等式对任 意的实数 a , b 都能成立 , 我们称该不等式为重要不等式 . 现在我们讨论一种特别的情况 , 如果 a >0, b >0, 我们用 ?? , ?? 分别替换上式中的 a , b , 能得到什么样的结论 ?   提示   用 ?? , ?? 分别替换上式中的 a , b 可得到 a + b ≥ 2 ???? , 当且仅当 a = b 时 , 等号成立 . 我们习惯表示成 ???? ≤ ?? + ?? 2 .   问题 2   上述不等式是在重要不等式基础上转化出来的 , 是否对所有的 a >0, b >0 都能成立 ? 请给出证 明 .   提示   方法一   ( 作差法 )   ?? + ?? 2 - ???? = ?? + ?? - 2 ???? 2   = ( ?? ) 2 - 2 ???? + ( ?? ) 2 2   = ( ?? - ?? ) 2 2 ≥ 0, 即 ?? + ?? 2 ≥ ???? ,  

