3.3.2　从函数观点看一元二次不等式
第1课时　一元二次不等式的解法
[学习目标]　1.从函数观点看一元二次不等式,了解一元二次不等式的意义.2.借助一元二次函数的图象,了解一元二次不等式与相应函数、方程的联系.
[image: ]导语[image: ]
通过前面的学习,我们知道一元一次不等式的解集和一元一次方程的解、一次函数的图象有关系,那么一元二次方程、二次函数和怎样的不等式有关系呢?如何求这一类不等式的解集呢?带着这个问题,我们开始这节课的学习.
一、不含参数的一元二次不等式的解法
问题1　园艺师打算在绿地上用栅栏围一个矩形区域种植花卉.若栅栏的长度是24 m,围成的矩形区域的面积要大于20 m2,则这个矩形的边长要满足什么条件?
提示　设这个矩形的一条边长为x m,则另一条边长为(12-x)m.
由题意,得(12-x)x>20,其中x∈{x|0<x<12}.
整理得x2-12x+20<0,x∈{x|0<x<12}.
问题2　二次函数y=x2-12x+20的图象与x轴有两个交点,这与方程x2-12x+20=0的根有什么关系?
提示　函数图象与x轴交点的横坐标正好是方程的根.
问题3　你能从二次函数y=x2-12x+20的图象上找出x2-12x+20<0的解集吗?
提示　从图象上看,位于x轴下方的图象使得函数值小于零,故x2-12x+20<0的解集为{x|2<x<10}.
[image: ]知识梳理[image: ]
1.一元二次不等式的概念
	定义
	只含有一个未知数,并且未知数最高次数是2的整式不等式,叫作一元二次不等式

	一般
形式
	ax2+bx+c>0,ax2+bx+c<0,ax2+bx+c≥0,ax2+bx+c≤0,其中a≠0,a,b,c均为常数



注意点:
一元二次不等式一般形式中,应注意二次项系数a≠0.
2.二次函数的图象与一元二次方程的根、不等式的解集的对应关系
	判别式Δ=b2-4ac
	Δ>0
	Δ=0
	Δ<0

	二次函数y=ax2+bx+c(a>0)的图象
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	一元二次方程ax2+bx+c=0(a>0)的根
	有两个不相等的实数根x1,x2(x1<x2)
	有两个相等的实数根x1=x2=-
	没有实数根

	ax2+bx+c>0(a>0)的解集
	(-∞,x1)∪(x2,+∞)
	∪

	R

	ax2+bx+c<0(a>0)的解集
	(x1,x2)
	∅
	∅



注意点:
(1)当a>0时,若不等式对应的一元二次方程能因式分解,可直接利用“大于取两边,小于取中间”的方法得到不等式的解集.
(2)不等式的解集必须写成集合(区间)的形式,若不等式无解,则解集为空集.
例1　解下列不等式:
(1)-2x2+x-6<0;
(2)-x2+6x-9≥0;
(3)x2-2x-3>0.
解　(1)原不等式可化为2x2-x+6>0.
因为方程2x2-x+6=0的判别式Δ=(-1)2-4×2×6<0,所以函数y=2x2-x+6的图象开口向上,与x轴无交点(如图所示).观察图象可得,原不等式的解集为R.
[image: ]
(2)原不等式可化为x2-6x+9≤0,即(x-3)2≤0,函数y=(x-3)2的图象如图所示,
[image: ]
根据图象可得,原不等式的解集为{x|x=3}.
(3)方程x2-2x-3=0的两根是x1=-1,x2=3.
函数y=x2-2x-3的图象是开口向上的抛物线,与x轴有两个交点(-1,0)和(3,0),如图所示.观察图象可得不等式的解集为{x|x<-1或x>3}.
[image: ]
反思感悟　一元二次不等式的解法
(1)图象法:由一元二次方程、一元二次不等式及二次函数的关系,可以得到解一元二次不等式的一般步骤:
①化不等式为标准形式:ax2+bx+c>0(a>0)或ax2+bx+c<0(a>0);
②判断方程ax2+bx+c=0(a>0)的情况,若有根,则求根,并画出对应函数y=ax2+bx+c的图象简图;
③由图象得出不等式的解集.
(2)代数法:将已给不等式化为一般式后借助分解因式或配方法求解,当m<n时,若(x-m)(x-n)>0,则可得x>n或x<m;若(x-m)(x-n)<0,则可得m<x<n.
跟踪训练1　解下列不等式:
(1)x2-5x-6>0;
(2)(2-x)(x+3)<0.
解　(1)方程x2-5x-6=0的两根为x1=-1,
x2=6.
结合二次函数y=x2-5x-6的图象(图略)知,原不等式的解集为{x|x<-1或x>6}.
(2)原不等式可化为(x-2)(x+3)>0.
方程(x-2)(x+3)=0的两根为x1=2,x2=-3.
结合二次函数y=(x-2)(x+3)的图象(图略)知,原不等式的解集为{x|x<-3或x>2}.
二、含参的一元二次不等式的解法
例2　设a∈R,解关于x的不等式ax2+(1-2a)x-2>0.
解　不等式可化为(ax+1)(x-2)>0.
(1)当a=0时,不等式可化为x-2>0,解得x>2;
(2)当a≠0时,
不等式可化为a(x-2)>0,
对应方程的两根为-和2,
2-=2+=,
①当a<-时,解得-<x<2;
②当a=-时,不等式无解;
③当-<a<0时,解得2<x<-;
④当a>0时,解得x<-或x>2.
综上可得,当a<-时,不等式的解集为;
当a=-时,不等式的解集为∅;
当-<a<0时,不等式的解集为;
当a=0时,不等式的解集为(2,+∞);
当a>0时,不等式的解集为∪(2,+∞).
反思感悟　解含参数的一元二次不等式的步骤
[image: ]
跟踪训练2　解关于x的不等式x2+(1-a)x-a<0.
解　 方程x2+(1-a)x-a=0的解为
x1=-1,x2=a,
函数y=x2+(1-a)x-a的图象开口向上,
则当a<-1时,原不等式解集为{x|a<x<-1};
当a=-1时,原不等式解集为∅;
当a>-1时,原不等式解集为{x|-1<x<a}.
[image: D:\杂\word图标\word图标\课堂小结通.tif]
1.知识清单:
(1)不含参数的一元二次不等式的解法.
(2)含参数的一元二次不等式的解法.
2.方法归纳:数形结合法、分类讨论法.
3.常见误区:在求解一元二次不等式ax2+bx+c>0时,忽略a的正负导致出错.

[image: ]
1.不等式3x2-2x+1>0的解集为	(　　)
A.	B.
C. ∅	D.R
答案　D
解析　因为Δ=(-2)2-4×3×1=4-12
=-8<0,
所以不等式3x2-2x+1>0的解集为R.
2.不等式3+5x-2x2≤0的解集为	(　　)
A.
B.
C.
D.R
答案　C
解析　3+5x-2x2≤0⇒2x2-5x-3≥0
⇒(x-3)(2x+1)≥0⇒x≥3或x≤-.
3.若0<m<1,则不等式(x-m)<0的解集为	(　　)
A.
B.
C.
D.
答案　D
解析　∵0<m<1,∴>1>m,
故原不等式的解集为.
4.若“x>k”是“x2>1”的充分且不必要条件,则实数k的取值范围为　　　　　. 
答案　[1,+∞)
解析　不等式x>k的解集记为A={x|x>k},
不等式x2>1,解得x<-1或x>1,解集记为B={x|x<-1或x>1},
若“x>k”是“x2>1”的充分且不必要条件,则AB,所以k≥1.
课时对点练　[分值:100分]
单选题每小题5分,共30分;多选题每小题6分,共18分
[image: ]
1.不等式9x2+6x+1≤0的解集是	(　　)
A.	B.
C.∅	D.
答案　D
解析　原不等式可化为(3x+1)2≤0,
∴3x+1=0,∴x=-.
2.若集合A={x|(2x+1)(x-3)<0},B={x|x≤5,x∈N*},则A∩B等于	(　　)
A.{1,2,3}	B.{1,2}
C.{4,5}	D.{1,2,3,4,5}
答案　B
解析　(2x+1)(x-3)<0,∴-<x<3,
又x∈N*且x≤5,则x=1,2.
3.不等式(x+5)(3-2x)≥6的解集是	(　　)
A.
B.
C.
D.
答案　D
解析　方法一　取x=1检验,满足,排除A;
取x=4检验,不满足,排除B,C.
方法二　原不等式可化为2x2+7x-9≤0,
即(x-1)(2x+9)≤0,解得-≤x≤1.
4.定义二阶行列式=ad-bc,则“>|x|”的解集为	(　　)
A.(-∞,0)∪(3,+∞)	B.(3,+∞)
C.(-∞,0)	D.R
答案　A
解析　由>|x|,得x2-2x>|x|,当x≥0时,x2-2x>x,解得x>3;当x<0时,x2-2x>-x,解得x<0,所以>|x|的解集为(-∞,0)∪(3,+∞).
5.(多选)下列不等式的解集为R的有	(　　)
A.x2+x+1≥0	
B.x2-2x+>0
C.x2+6x+10>0	
D.2x2-3x+4<1
答案　AC
解析　A中,Δ=12-4×1<0,满足条件;
B中,Δ=(-2)2-4×>0,解集不为R;
C中,Δ=62-4×10<0,满足条件;
D中,不等式可化为2x2-3x+3<0,所对应的二次函数开口向上,显然不可能.
6.(多选)对于给定的实数a,关于实数x的一元二次不等式(x-a)(x-2)<0的解集可能为	(　　)
A.(-∞,2)∪(a,+∞)	
B.(-∞,a)∪(2,+∞)
C.(a,2)	
D.∅
答案　CD
解析　当a<2时,此时解集为(a,2);当a=2时,此时解集为∅;当a>2时,此时解集为(2,a).
7.(5分)已知集合A={x|3x-2-x2<0},B={x|x-a<0},且B⊆A,则a的取值范围为　　　　. 
答案　{a|a≤1}
解析　A={x|3x-2-x2<0}
={x|x2-3x+2>0}={x|x<1或x>2},
B={x|x<a},若B⊆A,如图,则a≤1.
[image: ]
8.(5分)设a∈R,若关于x的不等式x2-ax<0的解集是区间(0,1)的真子集,则a的取值范围是　　　　. 
答案　[0,1)
解析　不等式x2-ax<0可化为x(x-a)<0,当a>0时,不等式的解集为(0,a),由不等式的解集是区间(0,1)的真子集,可得0<a<1;当a<0时,不等式的解集为(a,0),不符合题意;当a=0时,不等式的解集为∅,符合题意,综上,a的取值范围是[0,1).
9.(10分)求下列不等式的解集:
(1)2x2-5x-3<0;(5分)
(2)-x2+6x+7≤0.(5分)
解　(1)2x2-5x-3=(x-3)(2x+1)<0,
解得-<x<3,所以不等式的解集为.
(2)由-x2+6x+7≤0得x2-6x-7=(x-7)(x+1)≥0,
解得x≤-1或x≥7,所以不等式的解集为{x|x≤-1或x≥7}.
10.(10分)解关于x的不等式x2-ax-2a2<0(a∈R).
解　原不等式转化为(x-2a)(x+a)<0.
对应的一元二次方程的根为x1=2a,x2=-a.
①当a>0时,x1>x2,
不等式的解集为{x|-a<x<2a};
②当a=0时,原不等式化为x2<0,无解;
③当a<0时,x1<x2,
不等式的解集为{x|2a<x<-a}.
综上,当a>0时,原不等式的解集为{x|-a<x<2a};
[bookmark: _GoBack]当a=0时,原不等式的解集为∅;当a<0时,原不等式的解集为{x|2a<x<-a}.
[image: ]
11.在R上定义运算“☉”:a☉b=ab+2a+b,则满足x☉(x-2)<0的实数x的取值范围为	(　　)
A.{x|0<x<2}
B.{x|-2<x<1}
C.{x|x<-2或x>1}
D.{x|-1<x<2}
答案　B
解析　根据给出的定义得,
x☉(x-2)=x(x-2)+2x+(x-2)
=x2+x-2=(x+2)(x-1),
又x☉(x-2)<0,
则(x+2)(x-1)<0,
故不等式的解集是{x|-2<x<1}.
12.二次函数y=ax2+bx+c(a≠0,x∈R)的部分对应值如下表:
	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	y
	6
	0
	-4
	-6
	-6
	-4
	0
	6



则不等式ax2+bx+c>0的解集是	(　　)
A.R
B.∅
C.(-∞,-2)∪(3,+∞)
D.(-2,3)
答案　C
解析　由题意知,二次函数图象开口向上,当x=-2和x=3时,y=0,故ax2+bx+c>0的解集为(-∞,-2)∪(3,+∞).
13.(多选)不等式mx2-mx-2<0的解集可能是	(　　)
A.R	B.∅
C.	D.(-1,2)
答案　ACD
解析　当m=0时,mx2-mx-2<0的解集为R;
当m>0,mx2-mx-2=0的两个根异号,
且
即m=1时,该不等式的解集为(-1,2);
当m<0,Δ=(-m)2+8m<0,
即-8<m<0时,mx2-mx-2<0的解集为R;
当m<0,Δ=(-m)2+8m=0,
即m=-8时,不等式mx2-mx-2<0的解集为;
当m<0,Δ=(-m)2+8m>0,即m<-8时,解集在两个根之外,解集不可能为空集.
14.(5分)若关于x的不等式x2+(a-2)x-2a<0的解集中恰有两个整数,则实数a的取值范围为　　　　　　　　. 
答案　[-5,-4)∪(0,1]
解析　不等式x2+(a-2)x-2a<0可化为(x+a)(x-2)<0,显然a≠-2,当a<-2时,原不等式的解集为(2,-a),由于解集中恰有两个整数,则4<-a≤5,解得-5≤a<-4;当a>-2时,原不等式的解集为(-a,2),由于解集中恰有两个整数,则-1≤-a<0,解得0<a≤1,因此实数a的取值范围是[-5,-4)∪(0,1].
[image: ]
15.(5分)对于实数x,当且仅当n≤x<n+1(n∈N*)时,[x]=n,则关于x的不等式4[x]2-36[x]+45<0的解集为　　　　. 
答案　{x|2≤x<8}
解析　由4[x]2-36[x]+45<0,得<[x]<,
又当且仅当n≤x<n+1(n∈N*)时,
[x]=n,所以[x]=2,3,4,5,6,7,所以所求不等式的解集为{x|2≤x<8}.
16.(12分)已知关于x的不等式kx2-2kx>x-2.
(1)当k=2时解不等式;(4分)
(2)当k∈R时解不等式.(8分)
解　(1)当k=2时,2x2-4x>x-2即2x2-5x+2>0,
所以(2x-1)(x-2)>0,所以x>2或x<,
所以不等式的解集为∪(2,+∞).
(2)原不等式可变形为(kx-1)(x-2)>0,
当k<0时,(x-2)<0,
所以<x<2,
即不等式的解集为;
当k=0时,x-2<0,
所以x<2,即不等式的解集为(-∞,2);
当k>0时,(x-2)>0,
令=2,所以k=,
若0<k<,则>2,
所以不等式的解集为(-∞,2)∪,
若k=,则=2,
所以不等式的解集为(-∞,2)∪(2,+∞),
若k>,则0<<2,
所以不等式的解集为∪(2,+∞),
综上可知,当k<0时,不等式的解集为;
当k=0时,不等式的解集为(-∞,2);
当0<k≤时,不等式的解集为(-∞,2)∪;
当k>时,不等式的解集为∪(2,+∞).
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