3.2.2　基本不等式的应用
[学习目标]　1.熟练掌握基本不等式及其变形的应用.2.会用基本不等式解决简单的最大(小)值问题.3.能够运用基本不等式解决生活中的应用问题.
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相等与不等关系经常会涉及到最大值、最小值问题,而基本不等式可以解决变化中的最值问题,那么在什么条件下可以应用基本不等式来求最值呢?这节课我们就一起来探究一下这个问题.
一、配凑法求最值
例1　(1)函数y=x+(x<2)的最大值是	(　　)
A.4	B.5	
C.-2	D.2
答案　C
解析　因为x<2,所以x-2<0,
则y=x+=x-2++2
=-+2≤-2+2=-2,
当且仅当2-x=,即x=0时,等号成立,
所以函数y=x+(x<2)的最大值是-2.
(2)已知实数0<b<2,求(2-b)(1+2b)的最大值.
解　(2-b)(1+2b)=(4-2b)(1+2b)≤×=,
当且仅当4-2b=1+2b,即b=时取等号,
所以(2-b)(1+2b)的最大值为.
反思感悟　通过配凑法利用基本不等式求最值的策略
配凑法的实质在于代数式的灵活变形,拼系数、凑常数是关键,利用配凑法求最值应注意以下几个方面:①配凑的技巧,以整式为基础,注意利用系数的变化以及等式中常数的调整,做到等价转换;②代数式的变形以配凑出和或积的定值为目标;③拆项、添项应注意检验利用基本不等式的前提.
跟踪训练1　已知实数x>1,则2-x-的	(　　)
A.最小值为1	B.最大值为1
C.最小值为-1	D.最大值为-1
答案　D
解析　2-x-=1+1-x-=1-,由x>1,可得(x-1)+≥2=2,当且仅当=x-1,即x=2时取等号,故2-x-≤1-2=-1,即2-x-的最大值为-1.
二、基本不等式的实际应用
例2　甲工厂承担了某种材料的生产,并以x千克/时的速度匀速生产(为保证质量要求1≤x≤10),每小时可消耗A材料(kx2+9)千克,已知每小时生产1千克该产品时,消耗A材料10千克.
(1)设生产m千克该产品,消耗A材料y千克,试把y表示为x的函数;
(2)要使生产1 000千克该产品消耗的A材料最少,工厂应选取何种生产速度?并求消耗的A材料最少为多少?
解　(1)由题意,得k+9=10,即k=1,
生产m千克该产品需要的时间是小时,
所以y=(kx2+9)=m,1≤x≤10.
(2)由(1)知,生产1 000千克该产品消耗的A材料为y=1 000≥1 000×2=6 000(千克),
当且仅当x=,即x=3时,等号成立,
故工厂应选取3千克/时的生产速度,此时消耗的A材料最少,最少为6 000千克.
反思感悟　利用基本不等式解决实际问题的步骤
(1)先理解题意,设变量.设变量时一般把要求最大值或最小值的变量定为函数.
(2)建立相应的函数关系式.把实际问题抽象为函数的最大值或最小值问题.
(3)在定义域内求出函数的最大值或最小值.
(4)正确写出答案.
跟踪训练2　某村计划建造一个室内面积为800 m2的矩形蔬菜温室,温室内沿左右两侧与后墙内侧各保留1 m宽的通道,沿前侧内墙保留3 m宽的空地,当矩形温室的边长各为多少时,蔬菜的种植面积最大?最大种植面积是多少?
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解　设矩形温室的一边长为x m,与其对应的种植蔬菜的区域的一边长为(x-4) m,
则矩形温室的另一边长为 m,与其对应的种植蔬菜的区域的另一边长为m.
由得4<x<400,
所以其面积S=(x-4)·
=808-
≤808-2=808-160=648(m2).
当且仅当2x=,即x=40时,等号成立.
因此当矩形温室的两边长分别为40 m,20 m时,蔬菜的种植面积最大,最大种植面积是648 m2.
[image: D:\杂\word图标\word图标\课堂小结通.tif]
1.知识清单:
(1)配凑法求最值.
(2)基本不等式的实际应用.
2.方法归纳:配凑法.
3.常见误区:忽略应用基本不等式求最值的条件(一正、二定、三相等).
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1.用一段长为8 cm的铁丝围成一个矩形模型,则这个模型的最大面积为	(　　)
A.9 cm2	B.16 cm2
C.4 cm2	D.5 cm2
答案　C
解析　设矩形模型的长和宽分别为x cm,y cm,
则x>0,y>0,
由题意可得2(x+y)=8,所以x+y=4,
所以矩形模型的面积S=xy≤==4,当且仅当x=y=2时,等号成立,
所以当矩形模型的长和宽都为2 cm时,面积最大,为4 cm2.
2.已知0<x<1,则x(3-3x)取最大值时x的值为	(　　)
A.	B.	
C.	D.
答案　B
解析　∵0<x<1,
∴1-x>0,
∴x(3-3x)=3x(1-x)≤3=,
当且仅当x=时取等号.
∴x(3-3x)取最大值时,x的值为.
3.当x>1时,则x+的最小值为　　　　. 
答案　5
解析　因为x>1,故有x-1>0,所以x+=x-1++1≥2+1=5,
当且仅当x-1=,即x=3时等号成立.因此所求的最小值为5.
4.某公司购买一批机器投入生产,据市场分析,每台机器生产的产品可获得的总利润y(单位:万元)与机器运转时间x(单位:年)的关系为y=-x2+18x-25(x∈N*),则当每台机器运转　　　　年时,年平均利润最大,最大值是　　　　万元. 
答案　5　8
解析　每台机器运转x年的年平均利润为
=18-,且x∈N*,
故≤18-2=8,
当且仅当x=5时,等号成立,
所以,当每台机器运转5年时,年平均利润最大,最大值为8万元.

课时对点练　[分值:100分]
单选题每小题5分,共40分;多选题每小题6分,共12分
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1.下列各式中最小值为2的是	(　　)
A.y=t+(t>1)
B.y=+
C.y=t2+
D.y=t++1(t>0)
答案　B
解析　A中,y=t+≥2,当且仅当t=1时,等号成立,又t>1,故A不正确;B中,y=+≥2,当且仅当t=1时,等号成立,故B正确;C中,y=t2+=(t2+1)+-1≥2-1=1,当且仅当t=0时,等号成立,故C不正确;D中,y=t++1≥3,当且仅当t=1时,等号成立,故D不正确.
2.小王准备用18 m的篱笆围成一个一边靠墙的矩形菜园,墙长为18 m,小王需要合理安排矩形的长、宽才能使菜园的面积最大,则菜园面积的最大值为	(　　)
A. m2	B.40 m2	
C.36 m2	D.32 m2
答案　A
解析　设矩形菜园中平行于墙的边长为x m,垂直于墙的边长为y m,菜园面积S=xy,
则x+2y=18,∴x+2y≥2,∴xy≤,当且仅当x=2y=9时取等号.
3.已知a>0,b>0,则a+2b+的最小值为	(　　)
A.6	B.5	
C.4	D.3
答案　D
解析　由于a>0,b>0,所以a+2b+1>0,由a+2b+=(a+2b+1)+-1≥2-1=3,当且仅当a+2b=1时取等号,可得a+2b+的最小值为3.
4.某服装加工厂为了适应市场需求,引进某种新设备,以提高生产效率和降低生产成本.已知购买m台设备的总成本为y=m2+m+200(单位:万元).若要使每台设备的平均成本最低,则应购买设备	(　　)
A.100台	B.200台
C.300台	D.400台
答案　B
解析　=+1+≥2+1=3,当且仅当=,即m=200时,等号成立,所以应购买200台,使得每台设备的平均成本最低.
5.(多选)下列说法不正确的是	(　　)
A.若x>0,则x(2-x)的最大值为2
B.函数y=的最小值为4
C.≥2
D.若a>3,则a+≥2,当且仅当a=,即a=4时,a+取得最小值8
答案　ABD
解析　若x>0,则x(2-x)≤=1,当且仅当x=2-x,即x=1时,等号成立,故A错误;y===2≥2×2=4,当且仅当=,即x2=-2时,等号成立,显然取不到最小值,故B错误;=|x|+≥2=2,当且仅当x=±1时,等号成立,故C正确;若a>3,则a-3>0,a+=a-3++3≥2+3=7,当且仅当a-3=,即a=5时,等号成立,故D错误.
6.(多选)已知某出租车司机为升级服务水平,购入了一辆豪华轿车投入运营,据之前的市场分析得出每辆车的营运总利润y(万元)与运营年数x的关系为y=-x2+12x-25,则下列判断正确的是	(　　)
A.车辆运营年数越多,收入越高
B.车辆在第6年时,总收入最高
C.车辆在前5年的平均收入最高
D.车辆每年都能盈利
答案　BC
解析　由题意,y=-x2+12x-25,是开口向下的二次函数,故A错误;对称轴x=6,故B正确;=-x+12-=-+12≤-2+12=2,当且仅当x=5时,等号成立,故C正确;当x=1时,y=-14,故D错误.
7.(5分)已知y=2x+(x>3),则当x=　　　　时,y取最小值为　　　　. 
答案　5　14
解析　因为x>3,所以x-3>0,则y=2x+=2(x-3)++6≥2+6=14,当且仅当2(x-3)=,即x=5时取等号,所以当x=5时,y取最小值为14.
8.(5分)要制作一个容积为4 m3,高为1 m的无盖长方体容器.已知该容器的底面造价是每平方米20元,侧面造价是每平方米10元,则该容器的最低总造价是　　　　元. 
答案　160
解析　设底面矩形的一边长为x m,
由容器的容积为4 m3,高为1 m,
得另一边长为 m.
记容器的总造价为y元,则
y=4×20+2×1×10=80+20
≥80+20×2=160,
当且仅当x=,即x=2时,等号成立.
因此当x=2时,y取得最小值160,
即容器的最低总造价为160元.
9.(10分)当x>-1时,求代数式的最大值.
解　当x>-1时,有x+1>0,
则=
=≤
==,
当且仅当x+1=,即x=-1时,等号成立,
所以代数式的最大值为.
10.(11分)某轮船公司的一艘轮船每小时花费的燃料费与轮船航行速度的平方成正比,比例系数为k,轮船的最大速度为15海里/小时.当船速为10海里/小时时,它的燃料费是每小时96元,其余航行运作费用(不论速度如何)总计是每小时150元,假定运行过程中轮船以速度v匀速航行.
(1)求k的值;(5分)
(2)求该轮船航行100海里的总费用W(燃料费+航行运作费用)的最小值.(6分)
解　(1)由题意,设燃料费为W1=kv2,
∵当船速为10海里/小时时,它的燃料费是每小时96元,
∴当v=10时,W1=96,可得96=k×102,
解得k=0.96.
(2)∵其余航行运作费用(不论速度如何)总计是每小时150元,
∴航行100海里的时间为小时,可得其余航行运作费用为×150= 元.
因此,航行100海里的总费用为
W=0.96v2·+=96v+(0<v≤15).
∵96v+≥2=2 400,
∴当且仅当96v=时,
即v==12.5<15时,航行100海里的总费用最小,且这个最小值为2 400元.
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11.某公司一年购买某种货物500吨,每次购买x吨,运费为5万元/次,一年的总存储费用为9x万元,则一年的总运费与总存储费用之和的最小值为	(　　)
A.200万元	B.300万元
C.400万元	D.500万元
答案　B
解析　一年的总运费与总存储费用之和为y=×5+9x=+9x≥2=300,当且仅当=9x,即x=时取等号,所以一年的总运费与总存储费用之和的最小值为300万元.
12.为了净化水质,向一个池塘中加入某种药品,加药后,池塘中该药品的浓度C(单位:mg/L)随时间t(单位:h)的变化关系为C=,则一段时间后,池塘中药品的最大浓度为	(　　)
A.4 mg/L	B.6 mg/L
C.8 mg/L	D.12 mg/L
答案　A
解析　C==≤=4,当且仅当t=3时取等号,故经过3 h后,池塘中药品的浓度达到最大,最大浓度为4 mg/L.
13.若0<x<,则x的最大值为	(　　)
A.1	B.	
C.	D.
答案　C
解析　因为0<x<,所以1-4x2>0,
所以x=×2x
=
≤=,
当且仅当4x2=1-4x2,即x=时,等号成立,
因此,x的最大值为.
14.(5分)已知m=a+(a>2),n=2-b2(b≠0),则m,n的大小关系是　　　　　　. 
答案　m>n
解析　由a>2,得a-2>0.
又m=a+=(a-2)++2,
所以m≥2+2=4.
当且仅当a-2=,即a=3时取等号,
由于b≠0,所以n=2-b2<2<4.
因此m>n.
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15.已知任意的正数a,b,c,有≥成立,当且仅当a=b=c时,等号成立.若0<m<3,则m2(3-m)的最大值为	(　　)
A.3	B.4	
C.5	D.6
答案　B
解析　因为0<m<3,所以3-m>0,根据题意可得m2(3-m)=·m·m(6-2m)≤=4,
当且仅当m=6-2m,即m=2时,等号成立,
故m2(3-m)的最大值为4.
16.(12分)某博物馆为了保护一件珍贵文物,需要在一种透明又密封的长方体玻璃保护罩内充入保护液体.该博物馆需要支付保护这件文物的总费用由两部分组成:①罩内该种液体的体积比保护罩的容积少0.5立方米,且每立方米液体费用为2 000元;②需支付一定的保险费用,且支付的保险费用与保护罩容积成反比,当容积为4立方米时,支付的保险费用为18 000元.(长方体保护罩最大容积为10立方米)
(1)求该博物馆需支付保护这件文物的总费用y与保护罩容积x之间的函数关系式;(6分)
(2)求该博物馆支付总费用的最小值,并求出此时长方体保护罩的容积.(6分)
解　(1)设保险费用为y1=,
代入x=4,y1=18 000,解得t=72 000,则总费用
y=2 000(x-0.5)+(0.5<x≤10),
即y=2 000x+-1 000(0.5<x≤10).
(2)由基本不等式可得
y=2 000x+-1 000
≥2-1 000
=24 000-1 000=23 000,
当且仅当2 000x=,
即x=6时,等号成立,
且x=6在定义域范围内.故当长方体保护罩容积为6立方米时,总费用最小,最小值为23 000元.
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答案


 


D


 




3 . 2 . 2   基本不等式的应用   [ 学习目标 ]   1 . 熟练掌握基本不等式及其变形的应用 . 2 . 会用基本不等式解决简单的最大 ( 小 ) 值问题 . 3 . 能够运用基 本不等式解决生活中的应用问题 .     导语   相等与不等关系经常会涉及到最大值、最小值问题 , 而基本不等式可以解决变化中的最值问题 , 那么在什么 条件下可以应用基本不等式来求最值呢 ? 这节课我们就一起来探究一下这个问题 .   一、配凑法求最值   例 1   (1) 函数 y = x + 4 ?? - 2 ( x <2) 的最大值是   (    )   A . 4   B . 5     C . - 2   D . 2   答案   C   解析   因为 x <2, 所以 x - 2<0,   则 y = x + 4 ?? - 2 = x - 2+ 4 ?? - 2 +2   = - 2 - ?? + 4 2 - ?? +2 ≤ - 2 ( 2 - ?? ) · 4 2 - ?? +2= - 2,   当且仅当 2 - x = 4 2 - ?? , 即 x =0 时 , 等号成立 ,   所以函数 y = x + 4 ?? - 2 ( x <2) 的最大值是 - 2 .   (2) 已知实数 0< b <2, 求 (2 - b )(1+2 b ) 的最大值 .   解   (2 - b )(1+2 b )= 1 2 (4 - 2 b )(1+2 b ) ≤ 1 2 × [ ( 4 - 2 ?? ) + ( 1 + 2 ?? ) ] 2 4 = 25 8 ,   当且仅当 4 - 2 b =1+2 b , 即 b = 3 4 时取等号 ,   所以 (2 - b )(1+2 b ) 的最大值为 25 8 .   反思感悟   通过配凑法利用基本不等式求最值的策略   配凑法的实质在于代数式的灵活变形 , 拼系数、凑常数是关键 , 利用配凑法求最值应注意以下几个方面 : ① 配 凑的技巧 , 以整式为基础 , 注意利用系数的变化以及等式中常数的调整 , 做到等价转换 ; ② 代数式的变形以配凑 出和或积的定值为目标 ; ③ 拆项、添项应注意检验利用基本不等式的前提 .   跟踪训练 1   已知实数 x >1, 则 2 - x - 1 ?? - 1 的   (    )   A . 最小值为 1   B . 最大值为 1   C . 最小值为 - 1   D . 最大值为 - 1   答案   D  

