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 [学习目标]　1.理解充分条件、必要条件的概念.2.了解充分条件与判定定理、必要条件与性质定理的关系.3.理解充要条件的意义,会判断一些简单的充要条件问题.
[image: ]导语[image: ]
一般地,我们把用语言、符号或式子表达的,可以判断真假的陈述句叫做命题.判断为真的语句是真命题,判断为假的语句是假命题.中学数学中的许多命题可以写成“若p,则q”“如果p,那么q”等形式.其中p称为命题的条件,q称为命题的结论.下面我们将进一步探究“若p,则q”形式的命题中p和q的关系.
一、充分条件与必要条件
问题1　如何理解“绳锯木断”“水滴石穿”?“木断”是否一定是因为“绳锯”?“石穿”是否一定是因为“水滴”?
提示　“绳锯”可以导致“木断”,使“木断”的方法有很多,可以是电锯锯断,也许是直接掰断,也许是因为“绳锯”;同样“水滴”可以导致“石穿”,使“石穿”的方法也有很多,“水滴”只是其中的一种方式.正所谓“滴水能把石穿透,学习功到自然成”.
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充分条件与必要条件
	
	“若p,则q”为真命题
	“若p,则q”为假命题

	推出关系
	p⇒q(读作p推出q)
	p[image: ]q(读作p不能推出q)

	条件关系
	p是q的充分条件
q是p的必要条件
	p不是q的充分条件
q不是p的必要条件



注意点:
(1)前提p⇒q,有方向,条件在前,结论在后.
(2)如果p⇒q,那么称p是q的充分条件或q是p的必要条件.
(3)改变说法,“p是q的充分条件”还可以换成“q的一个充分条件是p”;“q是p的必要条件”还可以换成“p的一个必要条件是q”.
(4)充分、必要条件不唯一.
例1　下列所给的各组p,q中,p是q的充分条件的有哪些?
(1)p:a∈Q,q:a∈R;
(2)已知x,y∈R,p:x=1,q:(x-1)(x-2)=0;
(3)已知x∈R,p:x>2,q:x>4.
解　(1)由于QR,所以p⇒q,所以p是q的充分条件.
(2)由x=1⇒(x-1)(x-2)=0,所以p是q的充分条件.
(3)方法一　由x>2[image: ]x>4,所以p不是q的充分条件.
方法二　设集合A={x|x>2},B={x|x>4},
所以B⊆A,所以p不是q的充分条件.
反思感悟　充分条件或必要条件的判断方法
(1)若p⇒q,则p是q的充分条件,q是p的必要条件.
(2)若p对应的集合为A,q对应的集合为B,A⊆B,则p是q的充分条件,q是p的必要条件.
跟踪训练1　(1)“x>3”是“x2>9”的　　　条件. 
答案　充分
解析　由x>3⇒x2>9,所以“x>3”是“x2>9”的充分条件.
(2)下列所给的各组p,q中,q是p的必要条件的有哪些?
①在△ABC中,p:∠B与∠C互余,q:△ABC为直角三角形;
②p:|x|>2,q:x>2.
解　①因为∠B+∠C=90°,
所以∠A=90°,所以△ABC为直角三角形,
所以p⇒q,所以q是p的必要条件.
②因为当|x|>2时,x>2或x<-2,
所以p[image: ]q,
所以q不是p的必要条件.
二、充要条件
问题2　下列“若p,则q”形式的命题中,哪些命题是真命题?如果条件和结论互换,这些命题的真假又是怎样的呢?
(1)若两个三角形的两角和其中一角所对的边分别相等,则这两个三角形全等;
(2)若两个三角形全等,则这两个三角形的周长相等;
(3)若一元二次方程ax2+bx+c=0(a≠0)有两个不相等的实数根,则ac<0;
(4)若A∪B是空集,则A与B均是空集.
提示　上述命题中的命题(1)(4)是真命题,条件和结论互换后仍是真命题;命题(2)是真命题,但条件和结论互换后是假命题;命题(3)是假命题,但条件和结论互换后是真命题.
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1.一般地,如果p⇒q,且q⇒p,那么称p是q的充分且必要条件,简称为p是q的充要条件,也称q的充要条件是p.
2.如果p是q的充要条件,就记作p⇔q,称为“p与q等价”,或“p等价于q”.
注意点:
(1)如果p⇒q且q[image: ]p,则称p是q的充分且不必要条件.
(2)如果p[image: ]q且q⇒p,则称p是q的必要且不充分条件.
(3)如果p[image: ]q且q[image: ]p,则称p是q的既不充分又不必要条件.
(4)“⇒”和“⇔”具有传递性,即如果p⇒q,q⇒s,那么p⇒s;如果p⇔q,q⇔s,那么p⇔s.
例2　下列所给的各组p,q中,p是q的什么条件(“充分且不必要条件”“必要且不充分条件”“充要条件”“既不充分又不必要条件”).
(1)p:x=1,q:x-1=;
(2)p:-1≤x≤5,q:x≥-1且x≤5;
(3)p:x+2≠y,q:(x+2)2≠y2;
(4)p:a是自然数;q:a是正数.
解　(1)当x=1时,x-1=成立;
当x-1=时,x=1或x=2.
故p是q的充分且不必要条件.
(2)由-1≤x≤5⇔x≥-1且x≤5,
故p是q的充要条件.
(3)由q:(x+2)2≠y2,
得x+2≠y,且x+2≠-y,又p:x+2≠y,
故p是q的必要且不充分条件.
(4)0是自然数,但0不是正数,故p[image: ]q;又是正数,但不是自然数,故q[image: ]p.故p是q的既不充分又不必要条件.
反思感悟　判断充分条件、必要条件及充要条件的三种方法
(1)定义法:直接判断“若p,则q”以及“若q,则p”的真假.
(2)集合法:即利用集合的包含关系判断.
(3)传递法:充分条件和必要条件具有传递性,即由p1⇒p2⇒…⇒pn,可得p1⇒pn;充要条件也有传递性.
跟踪训练2　下列所给的各组p,q中,p是q的什么条件(“充分且不必要条件”“必要且不充分条件”“充要条件”“既不充分又不必要条件”).
(1)p:x2>0,q:x>0;
(2)p:a能被6整除,q:a能被3整除;
(3)p:两个角不都是直角,q:两个角不相等;
(4)p:A∩B=A,q:∁UB⊆∁UA.
解　(1)p:x2>0,
则x>0或x<0,q:x>0,
故p是q的必要且不充分条件.
(2)p:a能被6整除,故也能被3和2整除,q:a能被3整除,
故p是q的充分且不必要条件.
(3)p:两个角不都是直角,这两个角可以相等,
q:两个角不相等,则这两个角一定不都是直角,
故p是q的必要且不充分条件.
(4)由A∩B=A⇔A⊆B⇔∁UB⊆∁UA,
故p是q的充要条件.
三、根据充要条件求参数范围
例3　已知p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0),若p是q的必要且不充分条件,求实数m的取值范围.
解　因为p是q的必要且不充分条件,
所以q是p的充分且不必要条件,
即{x|1-m≤x≤1+m}{x|-2≤x≤10},
故或
解得m≤3.
又m>0,则0<m≤3.
所以实数m的取值范围为{m|0<m≤3}.
反思感悟　应用充分且不必要、必要且不充分及充要条件求参数值(范围)的一般步骤
(1)根据已知将充分且不必要条件、必要且不充分条件或充要条件转化为集合间的关系.
(2)根据集合间的关系构建关于参数的方程(组)或不等式(组)求解.
跟踪训练3　已知当a<0时,设p:3a<x<a,q:x<-4或x≥-2.若p是q的充分且不必要条件,求实数a的取值范围.
解　设A={x|3a<x<a,a<0},
B={x|x<-4,或x≥-2}.
∵p是q的充分且不必要条件,
∴AB,
∴a≤-4或3a≥-2,
即a≤-4或a≥-.
又∵a<0,
∴a≤-4或-≤a<0,
即实数a的取值范围为a≤-4或-≤a<0.
四、判定定理、性质定理与充分、必要条件
[image: ]知识梳理[image: ]
判定定理给出了相应数学结论成立的充分条件,性质定理给出了相应数学结论成立的必要条件.
注意点:
(1)判定定理是数学中一类重要的定理,阐述了结论成立的依据,也就是说判定定理给出了结论成立的充分条件.
(2)性质定理同样是数学中一类重要的定理,阐述了一个数学研究对象所具有的重要性质,其作用是揭示这个研究对象的某个特征,性质定理给出了结论成立的必要条件.
例4　指出下面的定理是判定定理还是性质定理,并用充分、必要条件的语言来表述.
(1)对角线互相垂直且相等的平行四边形是正方形;
(2)正方形的对角线互相垂直且相等.
解　(1)是判定定理,用充分条件的语言表述为“一个平行四边形是正方形”的充分条件是“这个平行四边形的对角线互相垂直且相等”.
(2)是性质定理,用必要条件的语言表述为“四边形的对角线互相垂直且相等”是“这个四边形为正方形”的必要条件.
反思感悟　(1)区分一个定理是判定定理还是性质定理关键是看定理阐述了结论成立的依据还是揭示了一个研究对象的某个特征,若定理阐述了结论成立的依据,则是判定定理,否则是性质定理.
(2)判定定理可用充分条件的语言来表述,性质定理可用必要条件的语言来表述.
跟踪训练4　指出下面的定理是判定定理还是性质定理,并用充分、必要条件的语言来表述.
(1)有一个角是直角的菱形是正方形;
(2)如果两个平行平面同时和第三个平面相交,那么它们的交线平行.
解　(1)是判定定理,用充分条件的语言表述为“一个菱形是正方形”的充分条件是“这个菱形有一个角是直角”.
(2)是性质定理,用必要条件的语言表述为“两个平面同时和第三个平面相交,它们的交线平行”是“这两个平面平行”的必要条件.
[image: D:\杂\word图标\word图标\课堂小结通.tif]
1.知识清单:
(1)充分条件、必要条件的概念.
(2)充要条件的概念及应用.
(3)充分条件与判定定理、必要条件与性质定理的关系.
2.方法归纳:等价转化.
3.常见误区:充分条件、必要条件不唯一;条件和结论辨别不清.
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1.(多选)使x>4成立的一个充分条件是	(　　)
A.x>5	B.x>6	
C.x>3	D.x<3
答案　AB
解析　由x>5⇒x>4,x>6⇒x>4,由x>3和x<3均不可推出x>4.
2.“四边形的四条边相等”是“四边形是正方形”的	(　　)
A.充分条件
B.必要条件
C.充要条件
D.既不充分又不必要条件
答案　B
解析　因为正方形的四条边相等,但四条边相等的四边形不一定是正方形,所以“四边形的四条边相等”是“四边形是正方形”的必要条件.
3.给出定理“等腰梯形在同一底上的两个角相等”,下列说法正确的是	(　　)
A.该定理是判定定理,可用充分条件的语言来表述
B.该定理是判定定理,可用必要条件的语言来表述
C.该定理是性质定理,可用充分条件的语言来表述
D.该定理是性质定理,可用必要条件的语言来表述
答案　D
解析　该定理揭示了等腰梯形的某个特征,是性质定理,可用必要条件的语言来表述.
4.若“-1<x<3”是“x>2a-3”的充分且不必要条件,则实数a的取值范围是　　　　. 
答案　(-∞,1]
解析　由题意可得(-1,3)是(2a-3,+∞)的真子集,则2a-3≤-1,解得a≤1.
课时对点练　[分值:100分]
单选题每小题5分,共35分;多选题每小题6分,共18分
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1.“m≥-1”是“m≥-2”的	(　　)
A.充分且不必要条件
B.必要且不充分条件
C.充要条件
D.既不充分又不必要条件
答案　A
解析　由m≥-1可以推出m≥-2,但反之不成立,故“m≥-1”是“m≥-2”的充分且不必要条件.
2.(多选)使ab>0成立的充分条件是	(　　)
A.a>0,b>0	B.a+b>0
C.a<0,b<0	D.a>1,b>1
答案　ACD
解析　因为a>0,b>0⇒ab>0;a<0,b<0⇒ab>0;a>1,b>1⇒ab>0,所以选项ACD都是使ab>0成立的充分条件;由a+b>0不能推出ab>0,所以选项B不是使ab>0成立的充分条件.
3.使x>1成立的一个必要条件是	(　　)
A.x>0	B.x>3
C.x>2	D.x<2
答案　A
解析　只有x>1⇒x>0,其他选项均不可由x>1推出,所以使x>1成立的一个必要条件是x>0.
4.已知p:4-x≤6,q:x≥a-1,若p是q的充要条件,则	(　　)
A.a>-1	B.a≥-1
C.a≤-1	D.a=-1
答案　D
解析　由p:4-x≤6,得p:x≥-2,设A={x|x≥-2},B={x|x≥a-1},由p是q的充要条件,得A=B,即a-1=-2,得a=-1.
5.设a,b∈R,则“ab+1=a+b”的充要条件是	(　　)
A.a,b都为1
B.a,b不都为1
C.a,b中至少有一个为1
D.a,b都不为0
答案　C
解析　由ab+1=a+b,可得(a-1)(b-1)=0,
∴a=1或b=1,故“a,b中至少有一个为1”是“ab+1=a+b”的充要条件.
6.(多选)下列选项中,p是q的充分条件的是	(　　)
A.p:a是无理数,q:a2是无理数
B.p:四边形为等腰梯形,q:四边形对角线相等
C.p:x>2,q:x≥1
D.p:a>b,q:ac2>bc2
答案　BC
解析　A中,因为a=是无理数,a2=2是有理数,所以p不是q的充分条件;
B中,因为等腰梯形的对角线相等,所以p是q的充分条件;
C中,因为x>2⇒x≥1,所以p是q的充分条件;
D中,因为当c=0时,ac2=bc2,所以p不是q的充分条件.
7.(5分)“x2=2x”是“x=0”的　　　　　　条件,“x=0”是“x2=2x”的　　　　　　条件(填“充分且不必要”“必要且不充分”或“充要”). 
答案　必要且不充分　充分且不必要
解析　因为x=0⇒x2=2x,但x2=2x时,x=0或x=2,
所以“x2=2x”是“x=0”的必要且不充分条件,
“x=0”是“x2=2x”的充分且不必要条件.
8.(5分)已知“p:x>m+3或x<m”是“q:-4<x<1”成立的必要且不充分条件,则实数m的取值范围是　　　　　　　　. 
答案　m≤-7或m≥1
解析　因为p是q成立的必要且不充分条件,
所以m+3≤-4或m≥1,故m≤-7或m≥1.
9.(10分)指出下列命题中,p是q的什么条件?
(1)p:x2=2x+1,q:x=;(3分)
(2)p:a2+b2=0,q:a+b=0;(3分)
(3)p:(x-1)2+(y-2)2=0,q:(x-1)(y-2)=0.(4分)
解　(1)∵x2=2x+1[image: ]x=,
x=⇒x2=2x+1,
∴p是q的必要且不充分条件.
(2)∵a2+b2=0⇒a=b=0⇒a+b=0,
a+b=0[image: ]a2+b2=0,
∴p是q的充分且不必要条件.
(3)∵(x-1)2+(y-2)2=0⇒x=1且y=2
⇒(x-1)(y-2)=0,
而(x-1)(y-2)=0[image: ](x-1)2+(y-2)2=0,
∴p是q的充分且不必要条件.
10.(10分)设p:≤x≤1;q:a≤x≤a+1,若p是q的充分且不必要条件,求实数a的取值范围.
解　设A=,
B={x|a≤x≤a+1},
[bookmark: _GoBack]由p是q的充分且不必要条件,可知AB,
∴或
解得0≤a≤,
故所求实数a的取值范围是0≤a≤.
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11.设x,y是两个实数,p:“x,y中至少有一个数大于1”的充分条件是	(　　)
A.x+y=2	B.x+y>2
C.x2+y2>2	D.xy>1
答案　B
解析　对于选项A,当x=1,y=1时,满足x+y=2,但p不成立;对于选项C,D,当x=-2,y=-3时,满足x2+y2>2和xy>1,但p不成立,也不符合题意.
12.“函数y=x2-2ax+a的图象在x轴的上方”是“0≤a≤1”的	(　　)
A.充分且不必要条件
B.必要且不充分条件
C.充要条件
D.既不充分又不必要条件
答案　A
解析　若函数y=x2-2ax+a的图象在x轴的上方,则Δ=4a2-4a<0,令y=4a2-4a,a∈R,由其图象(图略)可知若4a2-4a<0,则0<a<1,由集合的包含关系可知“函数y=x2-2ax+a的图象在x轴的上方”是“0≤a≤1”的充分且不必要条件.
13.设甲、乙、丙是三个命题,如果甲是乙的必要条件,丙是乙的充分条件,但不是乙的必要条件,那么	(　　)
A.丙是甲的充分且不必要条件
B.丙是甲的必要且不充分条件
C.丙是甲的充要条件
D.丙是甲的既不充分又不必要条件
答案　A
解析　因为甲是乙的必要条件,所以乙⇒甲.
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又因为丙是乙的充分条件,但不是乙的必要条件,所以丙⇒乙,但乙[image: ]丙,如图.
综上,有丙⇒甲,但甲[image: ]丙,
即丙是甲的充分且不必要条件.
14.(5分)已知p:x<-2或x>10,q:x<1+a或x>1-a.若p是q的必要条件,则实数a的取值范围为　　　　. 
答案　{a|a≤-9}
解析　∵q:x<1+a或x>1-a,∴a≤0.
∵p是q的必要条件,∴q⇒p,
∴解得a≤-9.
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15.(多选)设计如图所示的四个电路图,p:“开关S闭合”;q:“灯泡L亮”,则p是q的充要条件的电路图是	(　　)
[image: ]
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答案　BD
解析　由题图知,电路图A中,开关S闭合,灯泡L亮,而灯泡L亮,开关S不一定闭合,故A中p是q的充分且不必要条件;电路图B中,开关S闭合,灯泡L亮,且灯泡L亮,则开关S闭合,故B中p是q的充要条件;电路图C中,开关S闭合,灯泡L不一定亮,灯泡L亮则开关S一定闭合,故C中p是q的必要且不充分条件;电路图D中,开关S闭合则灯泡L亮,灯泡L亮则一定有开关S闭合,故D中p是q的充要条件,故选BD.
16.(12分)设M={x|x<-3,或x>5},N={x|-a≤x≤8},p:x∈M,q:x∈N.
(1)当a=-6时,试判断p是q的什么条件;(5分)
(2)若p是q的必要且不充分条件,求a的取值范围.(7分)
解　(1)当a=-6时,N={x|6≤x≤8},
由题意得q⇒p,p[image: ]q,
则p是q的必要且不充分条件.
(2)由题意得NM,
当-a>8,即a<-8时,N=∅,满足题意;
当-a=8,即a=-8时,N={8},满足题意;
当-a<8,即a>-8时,N={x|-a≤x≤8},
故-a>5,解得a<-5,即-8<a<-5.
综上所述,a的取值范围是{a|a<-5}.
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