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端点效应法’’的有效性与局限性

昊志勇，徐庭兰(安徽省合肥一六八中学)

摘要：求解含参不等式恒成立问题中参数的取值范围，是高考中的常考题型。解决这类问题的基本方法

有三种：分离参数、构造函数求参数取值范围；构造含参函数，通过讨论参数取值范围将问题转化为求函数

最值问题；通过所构造函数在定义域端点处满足的条件，缩小参数的取值范围，求出使不等式恒成立的必

要条件，再证明充分条件，得出参数的取值范围，即所谓的“端点效应"。本文重点探究第三种方法——“端

点效应法”的有效性与局限性。
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利用含参不等式恒成立的条件求参数的取值范

围，在历年的高考中都是考查的热点。解决这类问题

通常采用参变分离构造函数或直接通过讨论参数的

取值范围，转化为求最值问题。但遇到比较复杂的问

题，这两种方法可能都不适用或过于烦琐。这种情况

下，利用“端点效应法”就能很好地缩小参数的取值范

围，从而使问题顺利解决。但“端点效应法”也存在局

限性。本文重点探究“端点效应法"的应用及其局限

性的突破方法。

l“端点效应法”的定义与解题思路

端点效应法指的是解决一类含参不等式恒成立

问题时，可以通过取所构造函数定义域内的某些特殊

的值使不等式成立，进而得出恒成立的一个必要条

件，初步获得所求参数的范围，再在该范围内讨论，使

问题得以顺利解决。利用“端点效应法”解决问题一

般可分为以下几步：(1)利用端点处函数值或导数值

满足的条件，初步获得参数的取值范围，这个范围即

几何本原体中就变得一目了然，可以达到将一般问题

化归为特殊问题的目的。例如，正四棱锥可以看作是

由正方体的面对角线构成的，这样只要选择合适的正

方体棱长，一定可以将其“放在”正方体中。当然，要

能一眼看出如何补形，是需要经过长期训练的。在具

体教学中，可以让学生在长方体或正方体中任取顶点

或棱上的特殊点连线，看看能“取出”哪些几何体，从

而起到熟悉补形法的效果。

4．2立足几何本质。培养直观想象素养

教学中，引导学生熟悉各种模型并让其识记，是

教师易操作、学生易掌握的方法。但如果教师只停留

在这个层次上，那么主要是传授技巧，而违背了数学

教学的初衷，学生也只会孤立地、片面地看待问题。

《课标(2020年修订)》要求“通过高中数学课程的学

习，学生能掌握逻辑推理的基本形式，学会有逻辑地

思考问题；能够在比较复杂的情境中把握事物之间的

关联，把握事物发展的脉络⋯⋯”数学习题课的目的

不是为了解题，而是促进学生的发展。相应的，数学

教学的目的不在于教会学生多少模型，而在于提升学

生的思维能力。因此，教师不应将目光停留在几何模

型的层次上，只有从模型出发，又不依赖模型，才能回

到数学本源，真正提升数学素养。

几何作为研究图形问题的数学分支，应着重培

养学生的几何直观素养。即使是计算题，也应该在

观察图形，抓住几何本质的基础上进行，特别是要抓

住几何图形中的基本要素之间的关系。多面体的外

接球问题的本质为：球心0和截面圆圆心∥的连线

与球小圆所在平面口垂直，设

球的半径为R，倒一d，球小
圆的半径为r，则R2=d2+户，

如图7所示。抓住了这一基

本性质，才能做到从有“型”到

无“型”。
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为不等式恒成立的必要条件；(2)利用所得出的参数 增，则口的取值范围是( )。

范围判断函数在定义域内是否单调；(3)若函数在限
A厂一1 1] R『-一1土]

定参数范围内单调，则必要条件即为充要条件，问题
。 。

L 3 J

解决；若不单调，则需进一步讨论，直至得到使不等式 c．I一妻，妻f D．1—1，一妻I
恒成立的充要条件。

L J 5．J L J J

2 tt端点效应法，，的应用 例4函数，‘z’2专z3一mz2—37722z+1在区
．．． ．．

间[1，2]上是增函数，求实数m的取值范围。
2．1 “端点效应法”在一次不等式恒成立问题中的应用 。

基本性质一： 分析：例3等价于／(z)=1一号cos 2z+口cos z≥

(1)单调函数，(z)≥o在区间[z，，zz]上恒成立 。在z∈R上恒成立，令￡=cos z，则／(z)等价于

等价于{二：川：三：’ g(￡)=一丢fz+口￡+导≥o在￡∈[一1，1]上恒成立，
(2)单调函数厂(z)≤o在区间[z，，z。]上恒成立 因为g(￡)是开口向下的二次函数，且在￡∈[一1，1]时

。，．一r f，(z，)≤o， g(￡)≥o恒成立，故可根据“端点效应法”利用基本性

。⋯。I厂(锄)≤o。 质二得出g(一1)≥o且g(1)≥o，进而得出参数

例1若，(z)一zeh在区间[一1，1]上递增，求 。二r一土土]
实数是的取值范围。 “。L 3’3 J。

例2(2008年高考数学天津卷文科第21(Ⅲ)题] 例4等价于／(z)222—2mz一3m2≥o在z∈

设函数，(z)一zt+nz。+2zz+6，若对于任意的口∈ [1，2]上恒成立，因为厂(z)是开口向上的二次函数，

[一2，2]，不等式，(z)≤1在z∈[一1，1]上恒成立， 且在z∈[1，2]上／(z)≥o恒成立，不符合“端点效

求实数6的取值范围。 应法”基本性质二，但本题属于二次函数常见的“定区

分析：上述例1等价于厂7(z)=(忌z+1)eb≥o恒 问动轴”型题目，可以分类讨论得出m的取值，也可

成立，即g(z)=志z+1≥o恒成立，利用基本性质一 以根据图像得出参数m的取值范围。

单调函数的“端点效应法”可以得出惫∈[一1，1]。例 反思：通过对这两道例题解法的对比，我们不难

2可以将，(z)看作是关于n的一次函数g(z)= 得出利用“端点效应”解决有关二次函数在区间上的

一口+≯+222+6—1，利用基本性质一得出 恒成立问题时，只有符合基本性质二的类型才可使慑丢!云葺；丰乏茸三三《0’对任意的z∈?f勰，，在含绝对值单调函数中的应用
[一1，1]恒成立，转换为求函数的最值问题，得出参数 基本性质三：

6的取值范围。 函数，(z)一l口z+6I在区间[z。，z。]上的最大值

反思：以上两道例题都是“端点效应法”在一次函 必在端点处取得。

数中的应用，其实这样的解题思想我们在平时的解题 例5 (2008年高考数学浙江卷理科第15题)已

过程中也经常使用。利用“端点效应法”的基本性质 知￡为常数，函数y=Iz2—2z一￡l在区间[o，3]上的
一不难发现这一解题方法适用于所有单调函数。 最大值为2，则￡一 。

2．2“端点效应法”在二次不等式恒成立问题中的应用 例6 (2017年高考数学浙江卷第17题)已知

嚣翥芋：氢：则厂(．z)一口≯+6．z+f≤。在区间 n∈R，函数y=l z+妻一n l+n在区间[1，4]上的最(1)若口>o，则厂(z)一口z2+6z+f≤o在区间—一”“”。 l一。z “I’““一”～⋯。一“一

b，，zz，上恒成立等价于{；{三：；萋：：
(2)若口<o，则厂(z)一口z2+如+c≥o在区间

czt，zz]上恒成立等价于{；：三；萎：：
例3 (2016年高考数学全国卷I文科第12题)

若函数厂(z)一z一号sin 2z+口sin z在R上单调递

大值为5，则实数口的取值范围是 。

分析：例5’中可令m=z2—2z，则优∈[一l，3]，

问题转化为求y=Im一￡l在m∈[一1，3]上的一次绝

对值函数的最大值，由“端点效应法”的基本性质三可

得{：：慈亍2’或{：：!i圣2，腑孔
例6的解题思想与例5类似，可令仇一z+三，则

万方数据



龌墼竺。黑鬯婴粤卫====————，蒜鬻躺
m∈[4，5]，问题转化为求y—lm—nl+口在m∈[4，5]上

一次绝对值函数的最大值，同理可得{：：二兰：：：妻：’或
{：i二引：：主；：解得口∈(一∞，导]。

反思：我们可以通过整体代换把复杂的绝对值不

等式转换为简单的含参一次绝对值不等式或者绝对

值内是单调函数的形式，利用“端点效应法”的基本性

质三，减少分类讨论的次数，使复杂的问题得以顺利

解决。

2．4“端点效应法”在端点处函数值为零的恒成立问

题中的应用

前面所给的三种类型都是将端点值代入不等式

中，就达到了缩小参数取值范围的目的。但在很多时

候我们也会遇到端点处的函数值为零的情况，然而这

并不意味着“端点效应”就不起作用了。在这种情况

下，我们从这一点的导数值出发深入思考，会发现“端

点效应法”也会起到缩小参数取值范围的作用。下面

给出基本性质四。

基本性质四：

(1)已知，(z)≥o在区间[口，6]上或(口，6)内恒成立。

若，(口)=o，则／(口)≥o；若，(6)=o，则／(6)≤o。

(2)已知，(z)≤o在区间[口，胡上或(口，6)内恒成立。

若八口)=o，则／(口)≤o；若，(6)=o，则／(6)≥o。

例7[2015年高考数学北京卷理科第18(Ⅲ)题]

已知，(z)一ln}兰。设实数忌使得，(z)>忌(z+

等)对z∈(o，1)恒成立，求实数忌的最大值。

例8 [2019年高考数学全国卷I文科第20(Ⅱ)

题]已知函数，(z)一2sin z—zcos z—z，若z∈[o，

7r]时，，(z)≥口z，求n的取值范围。

分析：例7中的条件等价于g(z)一，(z)一是(z+

等)=ln#芝一是(z+等)>o当z∈(o，1)时恒成
立。因为g(o)一o，且97(z)一南一点(1+z2)一
堑掣。由“端点效应法，，基本性质四可得g，(o)一
2一是≥o，所以是≤2。这样我们就得到了使不等式恒

成立的一个必要条件志≤2。下证必要条件即为充要

条件。当是≤2时，因为当z∈(o，1)时，97(z)一

生笔掣>o恒成立，所以g(z)在区间(o，1)内
单调递增，所以g(z)>g(o)一。恒成立，是的最大值

为2。

例8中可令^(z)=2sin z—zcos z—z一口z，问

题等价于^(z)≥o在区间[o，7c]上恒成立。

因为．}l(0)=O，且^7(z)=cos z+zsin z一(口+

1)，所以危7(0)=一口≥0，贝4口≤≤O。

又由^(7c)=一鲫：≥O，所以口≤0。综上可得不等

式恒成立的必要条件为口≤O。

当口≤o时，∥(z)=zcos z，当z∈l o，詈1时，
L 厶，

∥(z)≥o，所以^7(z)在区间l o，吾1内单调递增；当
L 厶，

z∈I号，丌l时，∥(z)≤o，所以^7(z)在区间I詈，丌I上
单调递减。又因为^7(o)=一口≥o，^7(号)=号一口一
1>0，^7(7c)=一口一2。

当^7(7c)=一口一2≥O，即n≤一2时，^7(z)≥O

当z∈[o，兀]时恒成立，所以^(z)≥^(o)=o，满足

题意。

当^7(7c)=一口一2<o，即一2<口≤o时，由零点

的存在性定理可得存在唯一零点勘∈f詈，兀)，使得

^7(z。)=o，当z∈[o，‰)时，JIl7(z。)≥o，^(z)单调递

增；当z∈[z。，7c]，^’(z)≤o，危(z)单调递减。

所以^(z)的最小值在区间[0，丌]的端点处取得，

从而^(z)≥O恒成立。

综上可得^(z)≥o的充要条件即为n≤o。

反思：通过以上两道例题我们不难看出，虽然利

用“端点效应法”可以有效缩小参数的取值范围，但所

得到的参数范围仅仅是恒成立的必要条件，此时仍需

验证其充分性。在例7中可以很容易地证明必要条

件即为充分条件。但在例8中，则需要根据题意进一

步探究，通过分类讨论得出不等式恒成立的充分条件。

2．5“端点效应法”在端点处函数值、一阶导数值均

为零的恒成立问题中的应用

基本性质五：

(1)已知，(z)≥O在区间k，6]上或(口，6)内恒成

立，若厂(口)=o，厂7(口)一o，则／，(n)≥o；若厂(6)=o，

／(6)=o，则／，(6)≥o。

(2)已知，(z)≤o在区间[口，6]上或(口，6)内恒成

立，若，(口)一o，／(口)一o，则／，(口)≤o；若厂(6)一o，

厂(6)=o，则／，(6)≤o。
对比基本性质四和基本性质五可以看出，在端点

处为零的情况下，右端点处的结论是截然相反的，切

不可混淆。
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@丽煮篓‰广————_一必蛰啤唑盟竺龌坐例9 已知函数，(z)=2z一1n(2z+1)，g(z)=

e。一z一1，当z>o时，愚，(z)≤g(z)，求实数是的取

值范围。

解：可令^(z)=忌厂(z)一g(z)=愚[2z—ln(2z+

1)]一(e。一z一1)，题设等价于矗(z)≤O恒成立。因

为^(o)=o，^7(z)=2忌一瓦％一r+l，^7(o)=o，

∥(z)=西兰各y—r，由“端点效应法’’基本性质五
可得∥(o)=4忌一1≤o，则是≤÷是不等式恒成立的

必要条件。下证是≤寺也是充分条件。当志≤寺时，

∥(z)2琵≠各伊一r<o在z>o时恒成立，所以
^7(z)在z>o时单调递减，则7l 7(z)<^7(o)=0，进而

可得^(z)在z>o时单调递减，所以^(z)<^(o)=

o，满足题意。综上可得，愚≤÷是不等式恒成立的充

要条件。

3“端点效应法”局限性的破局探究

利用“端点效应法”的基本性质四或基本性质五

解决一些特殊类型的恒成立问题时不难发现，由“端

点效应”得出的使不等式恒成立的必要条件往往就是

充要条件，从而缩小了参数的取值范围，使问题得以
顺利解决。但我们也会遇到由“端点效应法”求得的

参数取值范围不是不等式恒成立的充分条件的情形，

这个时候我们就要进一步探究，找出使不等式恒成立

的充要条件，打破“端点效应”的局限性。下面笔者以

2020年高考数学全国卷I第21题来探究突破“端点

效应”局限性的思路。

例lO (2020年高考数学新高考卷I理科第21

题)已知函数，(z)一e。+口z2一z。

(I)当口一1时，讨论厂(z)的单调性；
1

(Ⅱ)当z≥o时，，(z)≥÷一+1，求口的取值范围。
厶

针对第(Ⅱ)问，众多资料上的解法基本上可以归

结为两类：直接含参讨论和参变分离求最值。这两种
r，7一。2 、解法都可以得出参数口的取值范围为l旱，+。。)，
L ‘± ，

本文对这两种方法不再赘述。下面我们重点用“端点

效应法”对第(Ⅱ)问进行探究，以期得出破解“端点效

应法”局限性的方法。
1

解法探究：令^(z)一e。+口z2一z一÷z3—1，则

^(o)=o，求导得^7(z)=r+2口z一1一詈z2，则^7(o)=

0，再得出∥(z)=e。一3z+2口，由“端点效应法”的基

本性质五，得出∥(O)=1+2口≥O，这样我们就得出了

不等式恒成立的必要条件为n≥一寺。

证明充分性的过程中，不难发现口≥一÷并不是

充分条件。难道“端点效应”失效了?笔者深入思考

后认为“端点效应”并未失效。类似于端点o，能够得

出使不等式恒成立的必要条件的“端点"可能不止这

一个，只不过我们没有深入去挖掘罢了。笔者认为，这

样的“端点’’勘应满足两个条件：^(鳓)=o且^7(函)=

o。从图像上理解，可以看作函数图像与z轴的交点，

且在交点处的切线为z轴。下面我们来利用这两个

条件求出这个点。

I^(z)=r+口z2一z一寺z3—1=o，
联立．{ (z>o)，

l^7(z)=r+2口z一1一昔z2=o

消去口，整理得(z一2)(2r—z2—2z一2)=o，易证当

z>o时，2e。一≯一2z一2>o，所以满足这两个条件

的唯一点为‰=2，这个点具备与端点同样的作用，

可以称之为与端点对应的“内点”。

下面我们利用端点与所求的“内点”再次得出不等

式恒成立的必要舭鬣j三蕊霎07≥。≥
口≥罕。

下面再来证明充分性，略。

通过以上解题过程我们可以发现，“端点效应法”

并没有失效，只不过是有其局限性。这时我们只要找

到了破局的方法——寻找“内点”，仍然可以很好地利

用“端点效应法”来解决问题。

4结语

本文从“端点效应法”的定义和解题思路出发，利

用“端点效应法”的五个基本性质解决了五类常见的

不等式恒成立问题。但“端点效应法”在遇到一些高

考或模考压轴题时，也暴露其本身作为必要条件的局

限性。为解决“端点效应法”的局限性，可以找出与端

点具有同样功效的“内点”，结合“端点”与“内点”，找

出使不等式恒成立的充要条件，从而顺利解决问题。
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