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巧用共线定理 简化数学运算
———以一类椭圆问题为例
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  《普通高中数学课程标准(２０１７年版２０２０年修

订)》明确指出,基本理念包括把握数学本质,启发思

考,改进教学．教师要从学生最近发展区出发,设计有

联系的学习情境,设计思维连贯的问题串,在联系、对
比、变化、拓展问题中把握本质,理解本质．在解析几

何中,我们常遇到由一个定点引出一条动直线交椭圆

于不同两点的几何特征问题,学生正向思维是设出直

线方程,将之与椭圆方程联立,运用根与系数的关系

解决问题．事实上,这种处理方法往往会带来较大的

计算量,导致学生“有思路,没出路”．本质原因是解析

几何是运用代数的方法解决几何问题,在这一过程中

涉及“数”与“式”的灵活转换和整合,因此,“运算”便
成了问题解决过程中的“拦路虎”．本文主要探究根据

题设特征,利用向量共线定理来处理直线与椭圆关系

问题．

例１ 已知椭圆C:
x２

６+
y２

２＝１
的右焦点为F,

过点A(３,０)的直线l交椭圆于P,Q 两点．若点P 关

于x轴的对称点为M,求证:M,F,Q 三点共线．

  图１

分析  如 图 １ 所

示,解析几何中图形的

产生过程可以作为我们

解题的思路,通过正向

思维,设过定点A 的直

线方程为x＝λy+３,然

后将之与椭圆方程x
２

６+
y２

２＝１
联立,得出根与系数的

关系．设P(x１,y１),Q(x２,y２),利用斜率之差验证

M(x１,－y１),F(２,０),Q(x２,y２)三点共线．此处的化

简必然出现复杂的结构形式
y２
x２－２+

y１
x１－２

,即

y２
λy２+１

+
y１

λy１+１
＝
(λy１+１)y２+(λy２+１)y１
(λy２+１)(λy１+１)

＝

２λy１y２+y１+y２
λ２y１y２+λ(y１+y２)+１

．

将根与系数的关系代入可得到结论．以上的问题

不可避免地需要代入数据进行变形化简,得到结论．由
于F(２,０)为定点,M,F,Q 三点共线可以用向量共线

定理表示,从而简化运算．
解 令AP→＝λAQ→,其中λ＞１,设P(x１,y１),

Q(x２,y２),则(x１－３,y１)＝λ(x２－３,y２),从而有

x１－３＝λ(x２－３),

y１＝λy２,{ 即
x１－λx２＝３－３λ,

y１＝λy２．{
又P(x１,y１),Q(x２,y２)在椭圆C 上,所以

x２１
６+
y２１
２＝１

, ①

x２２
６+
y２２
２＝１

, ②

由①－②×λ２,得
(x１+λx２)(x１－λx２)

６ +
(y１+λy２)(y１－λy２)

２ ＝１－λ２,

则
(x１+λx２)(x１－λx２)

６ ＝１－λ２,即x１+λx２＝２(１+

λ)．又x１－λx２＝３－３λ,所以λx２＝
５λ
２－

１
２．

要证M,

F,Q 三点共线,只要证
y１
２－x１＝

y２
x２－２

,又y１＝λy２,

所以只需要证
λy２
２－x１＝

y２
x２－２

,即证２+２λ＝x１+λx２,

得证．
该方法利用向量共线定理表示直线关系,结
合点在椭圆上,通过方程思想得到x１,x２,λ

的线性关系．M,F,Q 三点共线的本质是直线MQ 过

定点F(２,０),因此,可采用分析法验证kMF＝kQF,即
可得到结论．此方法减少了运算量,开拓了我们的

思路．

例２ 如图２所示,已知椭圆C:
x２

４+
y２

３＝１
的

左、右顶点分别是A,B．过点E(４,０)的直线l与C 交

于P,Q 两点,直线AP 与BQ 交于点S,求证:点S在

７４
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 图２

一条定直线上．
分析 设过定点E 的

直线方程为y＝k(x－４),将
之与椭圆方程联立,得出根

与系 数 的 关 系．设 P(x１,

y１),Q(x２,y２),联立直线

AP:y＝
y１
x１+２

(x+２)和BQ:y＝
y２
x２－２

(x－２),得

x+２
x－２＝

y２(x１+２)
y１(x２－２)

＝

k(x２－４)(x１+２)
k(x１－４)(x２－２)＝

x１x２－４x１+２x２－８
x１x２－２x１－４x２+８．

有学生把x 解出,结果形式更加复杂．这里的结

果形式很常见,通常将根与系数的关系代入直接求

解．探究发现,这是与例１类似的问题,即由定点出发

产生直线交椭圆于两个动点问题,因此,抓住点P,Q,

E 三点共线这个关键信息,寻找突破点．
解 令EP→＝λEQ→,其中λ＞１,设P(x１,y１),

Q(x２,y２),而E(４,０),则
(x１－４,y１)＝λ(x２－４,y２),

所以
x１－４＝λ(x２－４),

y１＝λy２,{ 即
x１－λx２＝４－４λ,

y１－λy２＝０．{
又P(x１,y１),Q(x２,y２)在椭圆C 上,所以

x２１
４+
y２１
３＝１

, ①

x２２
４+
y２２
３＝１

, ②

由①－②×λ２,得
(x１+λx２)(x１－λx２)

４ +
(y１+λy２)(y１－λy２)

３ ＝１－λ２,

故
(x１+λx２)(x１－λx２)

４ ＝１－λ２,即x１+λx２＝１+λ．

又因为x１－λx２＝４－４λ,所以x１＝
５
２－

３
２λ
,λx２＝

５
２λ－

３
２．

因为点A,P,S 共线且B,Q,S 共线,设点

S(m,n),所以

n
m+２＝

y１
x１+２

, ③

n
m－２＝

y２
x２－２

． ④

  据对称性,直线AP 与直线BQ 的交点在定直线

x＝m 上,故③
④＝

n
m+２
n
m－２

＝

y１
x１+２
y２
x２－２

,即

m－２
m+２＝

y１(x２－２)
y２(x１+２)

＝
λ(x２－２)
x１+２ ＝－

１
３
,

所以m＝１,故点S在定直线x＝１上．
本题基于问题特征,避开“非对称”的根与系

数的关系,利用三点共线产生的向量关系以

及斜率关系简化点S的坐标运算,可以收获意想不到

的效果．在学习中,我们要能从多元视角分析影响运算

的主要因素,探究运算思路,掌握运算法则,突出对运

算求解能力的训练,不断渗透数学思想和方法,从而

发展“四基”、提高“四能”．

例３ 如图３所示,在平面直角坐标系xOy 中,

椭圆C:
x２

２+y
２＝１的左、右焦点分别为F１,F２．设A,

B 是C 上位于x 轴上方的两点,且AF１∥BF２,AF２
与BF１ 交于点P,求证:PF１+PF２ 是定值．

图３

分析 该题条件特征与前面问题有较大区别,学
生思考的着力点不明确,所以无法顺利设出直线方

程,以至于无法用根与系数的关系解题．我们可以考虑

利用椭圆的定义以及平面几何关系寻找方法,但是难

度较大．分析发现该题本质是有过定点的三点共线结

构,即F１,P,B 共线与F２,P,A 共线．又因为AF１∥
BF２,所以利用相似关系串联起动点与定点之间的

关系．
解 设AP→＝λPF２→,F１P→＝λPB→,其中λ＞０,因

为F１(－１,０),F２(１,０),设A(x１,y１),B(x２,y２),

P(x,y),所以(x－x１,y－y１)＝λ(１－x,－y),所以

x１＝(λ+１)x－λ,

y１＝(λ+１)y．{ ①

同理

λx２＝(λ+１)x+１,

λy２＝(λ+１)y．{ ②

由①和②得

x１－λx２＝－λ－１,y１－λy２＝０． ③
  又A(x１,y１),B(x２,y２)在椭圆C 上,所以

x２１
２+y

２
１＝１, ④

８４



·突破重难点·

x２２
２+y

２
２＝１． ⑤

由④－⑤×λ２,得
(x１+λx２)(x１－λx２)

２ +(y１+λy２)(y１－λy２)＝

(１+λ)(１－λ),
代入式③得x１+λx２＝２(λ－１),结合式③得２x１＝
λ－３,再 结 合 式①中x１＝(λ+１)x－λ,得x＝
３(λ－１)
２(λ+１)

,即

λ＝
３+２x
３－２x

． ⑥

  再由④+⑤×λ２,得
[(λ+１)x－λ]２

２ +
[(λ+１)x+１]２

２ +

２[(λ+１)y]２＝１+λ２,

将式⑥代入得x
２

９
８

+
y２

１
８

＝１,从而点P(x,y)的轨迹为

椭圆,则PF１+PF２＝
３２
２ ．

运用两次三点共线,结合对称性猜想并求出

点P(x,y)的轨迹,符合学生认知逻辑．高三

专题复习要真正做到“专”而有效,围绕一个典型问题

进行多题一解或多题归类的教学实施,围绕一条主线

进行一些串通的教学组织．

例４ 如图４所示,已知椭圆E:
x２

１６+
y２

４＝１
上

有四个动点A,B,C,D,且CD∥AB,AD 与BC 相交

于点P．若点P 的坐标为(８,６),求直线AB 的斜率．

图４

分析 由定点P 引出两条直线,且AB∥CD,符
合三点共线结构特征．然而点P 不在坐标轴上,给结

构变形带来难度,但是只要回归本质,探究出坐标之

间的线性关系,利用同构关系依然可以解决问题．
解 设 A(x１,y１),B(x２,y２),C(x３,y３),

D(x４,y４),因为P,A,D 三点共线,所以PD→＝λPA→,

其中λ＞１,所以
y４－６＝λ(y１－６),

x４－８＝λ(x１－８),{ 即

λy１－y４＝６(λ－１),

λx１－x４＝８(λ－１)．{ ①

  又因为A(x１,y１),D(x４,y４)在椭圆E 上,所以

x２１
１６+

y２１
４＝１

, ②

x２４
１６+

y２４
４＝１

, ③

由②×λ２－③,得
(λx１+x４)(λx１－x４)

１６ +

(λy１+y４)(λy１－y４)
４ ＝λ２－１,

把式①代入得

８(λ－１)(λx１+x４)
１６ +

６(λ－１)(λy１+y４)
４ ＝(λ+１)(λ－１),

化简变形

λx１+x４+３(λy１+y４)＝２(λ+１)． ④
  式①中两个等式变形相加得

λx１－x４+３(λy１－y４)＝２６(λ－１), ⑤
所以④+⑤得

２λx１+６λy１＝２８λ－２４． ⑥

又因为P,B,C 三点共线,且CD∥AB,所以PC→＝
λPB→,同理可得

２λx２+６λy２＝２８λ－２４． ⑦
  因 此,由⑥与⑦得２λx+６λy＝２８λ－２４,点

A(x１,y１),B(x２,y２)是方程２λx+６λy＝２８λ－２４的

解,该方程即为直线AB 的方程．

综上,直线AB 的斜率为－
１
３．

本题的解法很巧妙,依托两次向量共线定理

实现结构变形,准确定位问题切入点,巧妙

避开根与系数的关系,利用设而不求法解决问题．
章建跃指出,数学教师要教好数学,就要做到“理

解数学”“理解学生”“理解教学”．其中“理解数学”是教

好数学的前提．“理解数学”即数学教师自己要理解数

学问题的本质,知道知识的来龙去脉,乃至于概念形

成背后的思想方法．
(完)

９４


