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摘 要 ： 阿基米德 三 角 形 的 性质是 高 考 热 门 问 题 ，
２ ０ ２ １ 年 高 考 全 国 乙 卷理科解析压 轴 题 以 阿基 米德 三

角 形 为 背 景进行命制 ， 试题综合性强 ， 难度 大 ，
运算 能 力 要 求 高 ，

理 解 并运 用 阿基米德 三 角 形 的 性质 ， 构 造 函

数进行 面 积 最值 的探究 ， 即 可轻松解 决 问 题 ．

关键词 ： 阿基米德 三 角 形 ；
性质 应 用

；
面 积 最值 ； 构造 函 数

阿基米德三 角 形是解析几何 中 的热 门 问题 ， 其

性质在高考 中应用较多 ， 原 因 有二 ： 其一 ， 以 几何性

质为背景 ， 结论非常完美 ； 其二 ， 运用 高 中解析知识

解决 问题 ， 能够考查学生思维 、 运算 等多方面能力 ．

以 下分析 ２ ０ ２ １ 年高考全 国 乙 卷理科压轴试题 的背

景 ，并利用阿基米德三角 形 的性质进行求解 ．

一

、 阿基米德三 角 形 的定义

定义抛物线 的 弦与过 弦 的端点 的两条切线

所 围成 的三角 形 叫做阿基米德三角 形 ．

本文主要 以 Ｐ
＝

２＾ｙ （ ｆ＞ ０ ） 为例 ，
／Ｕａ ，

：ｙＯ ，

Ｂ （ ：ｃ
２ ，

：ｙ ２ ） 为抛物线上不 同 的两点 ， 以 为切点 的

切线 ＰＡ
，
ＰＢ 相交于点 Ｐ

， 我们称 为阿基米德三

角 形 ＡＰＡＢ 的底边 ．

二 、 阿基米德三 角 形 的 性质

性质 １过抛物线 ＝２办 （ ＾＞０ ） 上一 点

Ｍ （ ：ｃ
。 ，

；ｙ 。 ） 的切线方程为 ｆ 

（
；ｙ＋  ；ｙ 。 ） ？

证法 １导数法 ．

抛物线方程 ：ｒ
２＝

２办 即
；ｙ
＝

ｆｊ ；

， 所 以 ／
＝

ｆ ．

Ｐ

易 知 以 Ｍ （ ：ｒ
。 ，

；＾ ） 为切 点 的切 线斜率存在 ， 为 是
＝

所 以 ， 切线方程为
：ｙ   ：ｙ 。

＝

￥ 〇ｒ   ：ｒ
。 ） ， 整理得

Ｐ

ｘ
〇
ｘ
＝

ｐ （ ｙ ＼ ｙ 〇 ） ．

评注对于 圆锥 曲 线 中 焦 点在
：ｙ 轴上 的抛物

线 ， 我们常选择导数法求切线 ， 运算量小 ， 易人手 ．

性质 ２阿基米德三角 形底边上 的 中线平行于

抛物线 的轴 ．

证 明对于阿基米德三 角 形 ＡＲＡＢ ， 易 得切

线 ＰＡ 的方程为
；ｙ
＝

ｆ［ ， 切线 ＰＢ 的方程为
；ｙ

Ｐ乙 Ｐ

＝ 从而解 得 两 切 线 交 点
ｐＬ ｐＬ

设 Ｑ 为 线 段 的 中 点 ， 则 Ｑ （

Ｘ
ｌ

＾
ｘ

＼
Ｌ ｐＬ

１＾ ） ， 故 ＰＱ 平行于抛物线 的轴 ．

性质 ３阿基米德三角 形 的底边 所

在直线 的方程为 （ ｉＣ
ｌ＋ Ａ ２办

＝

０ ．

证 明易 知 所在直线 的斜率 々 存在 ， 又
；Ｖ ：

故 是
＝

Ｊ〇
２ ＞Ｘ

ｉ

ｘ
２＋ Ｘ １

ｗ

￥ ， 则过点 Ｍ 的切线方程为 ｙ ｙ 。

＝

￥ （ ＾  ？ ） ， 化
Ｐ Ｐ

简得 ：ｃ
ｏ
ｚ
＝

＞ （
：ｙ ＋  ：ｙ 。 ） ．

证法 ２判别式法 ．

易 知 以 ＭＧ 。 ， ＞ ） 为 切 点 的切 线斜率存在 ， 设

为 々
， 则切线方程为

：ｙ  ：ｙ 。
 ：ｃ

。 ） ， 与拋物线方

程 工
２＝２办 联立 ， 消去 ｙ 得 ｚ

２
２於 ：ｃ＋２辦 ：ｃ

。

２办 。

＝

〇
， 所 以Ａ

＝

分
２

々
２

８Ｍ ：ｃ
。 ＋ ８办 。

＝

０ ．

因 为点 Ａ 在拋物线 Ｃ 上 ， 所 以 ２办 。

＝ 代人

得 ２＃ ＞ｒ
。 ＋ ｄ＝０

， 解得 々
＝

Ｐ

直线 ＡＢ 的方程为
；ｙ 

．

（ 尤 而 ） ，

化简得 （Ａ＋  ：ｃ ２ ） ：ｃ
＝

０ ．

性质 ４阿基米德三角 形 ＡＰＡＢ 的面积 Ｓ
Ａ ＰＡＢ

＝

告
．

｜

而ｉ ２ ｜

３

－

证 明由 性质 ２ 和性质 ３ 得 ：

ａｂ
＼

＝＋ ．

 ｜

而 １ ２
｜

＼／ （ Ｘ
ｉｘ

２ ）

２

Ｈ ４
ｊ

？

２


 
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点ｐ （

Ｘ
ｌ＋ Ｘ

２

到直线＋尤
２ ） 工

ＺＬ ｐ

２办 ｕ ２
＝

０ 的距离为

／ ＼＾ －

１＾ －

２〇 ，＾ －

１ 
＾ －

２

（ Ｘ ｉ十 ｘ ２ ） ？
Ｚ ｐ

？
ｘ

１
ｘ

２

ｄ＝２－Ｉ Ｐ


ａ／ 

（ ｘ １＋ ｘ ２ ）

２

＋ ｉｐ
２

（ ｘ １ ｘ
２ ）

２

２＾ （ ｘ
１＋ ｘ ２ ）

２

＋ｉｐ
２

所 以Ｓ ／^ ＰＡＢ
＝

ＴＴ ＼
＊ｄ

＝  ？

 
Ｘ

＼ ＾：
２ 

３

 ？

ｚ Ｊ ｐ

三 、 高考试题解答

（ ２ ０ ２ １ 年高考全 国 乙 卷理科第 ２ １ 题 ） 已 知抛物

线 Ｃ
：

：ｒ
２＝

２办 〇＞ ０ ） 的焦点为 Ｆ
， 且 Ｆ 与 圆Ｍ ：

：ｒ
２

＋（
；ｙ＋ ４ ）

２＝１ 上 的点 的最短距离为 ４ ．

⑴ 求 夕 ；

（ ２ ） 若点 Ｐ 在 Ｍ 上 ，
ＰＡ

，
ＰＢ 为 Ｃ 的切线 ， 切点

为 Ａ
，
Ｂ

， 求 ＡＰＡＢ 面积 的最大值 ．

由 条件可得 ： 点 Ｆ （

｜
，
〇 ） 到 圆 Ｍ ：

：ｒ
２

＋ （
；ｙ 
＋ ４ ）

２

＝

１ 的最短距离为
号

■

（ ３ ）
＝

４
， 所 以 ｆ

＝

２ ．

第 （ ２ ） 小题涉及阿基米德三 角 形面积 的最值 问

题 ． 由 阿基米德三 角 形 的性质 ， 可轻松求 出 ＡＰＡＢ

面积的 函数表达式 ， 利用 函数的性质来求解最值 ．

方法 １
： 常规面积公式代数运算 ．

利用 阿基米德三角 形 的性质求切线 ， 可得直线

的方程 ， 即可求 出 ＡＰＡＢ 的面积 ．

设 尸 （ 尤 。 ，
；ｙ 。 ） ，

／Ｕ ：＾ ， ３＾ ） ，
Ｂ （ ：ｃ

２ ，
；ｙ ２ ） ， 由 性质３可

得直线ＡＢ的方程为 （ａ＋  ：ｃ ２ ） ：ｃ ４
；ｙ

 ：

＝

０ ．

由 性 质２得Ｐ （

￡ｌ

＾
￡ｉ

，

￡

＾
１

） ，
ｇ ｐ尤 。

＝

Ｘ
ｌ

＼

Ｘ
２

， ｙ 〇
＝

ｆ ， 所 以直线 ＡＢ 的方程可化简 为

ｘ
〇
ｘ
＝２ ｛ ｙ

＼
ｙ ０ ） ．

由 性质 ４
， 可得

ＳＡ ＰＡＢ
＝

Ｊｇ
＼

ｘ
ｌ Ｘ

２
＼

Ｚ

＝

ｔｔ
：［ ＼／ （ ｘ

ｌ＋ ｘ ２ Ｙ ｉｘ
ｌ
ｘ

２ ^

Ｉ ｔ ）

＝

Ｙｇ
（ ＼／ｉｘ

ｌ １ ６
３

；

〇 ）

３

＝

ｙ
＼

ｘ
ｌ ｉｙ ａ

＼

￣

．

又 因 为点 ■？ （々 ， ＞ ） 在 圆 Ｍ ：
：ｒ

２

＋（
；ｙ 
＋ ４ ）

２＝１

上 ，所 以 ｄ＝１ （＞ ＋ ４ ）

２

， 代人得

ＳＡ ＰＡＢ
＝  ｙ ｌ １ ２ ＾ ０ １ ５

 ｜

２

 ．

又
：ｙ 。 £ ［

５
，

３ ］ ， 所 以 ， 当
；ｙ 。

＝

５时 ，

ＡＰＡＢ 的面积取得最大值 ２ ０斤 ， 此时点 Ｐ 在 圆 的

最下方 ．

点评此方法常规 ， 易人手 ，但运算量稍大 ．

方法 ２
： 利 用 几何关 系转化面积 ．

巧妙利用性质 ４
， 中 线把 三 角 形分割成两个等

积 的小三角 形 ， 借助几何关系进而转化面积 ．

设 Ａ （？ ， ＆ ） ，
Ｂ （？ ， ａ 

） ， Ｑ 为线段 的 中 点 ，

则 由 性 质２得Ｐ （

Ｘ
ｌ

 ， ＾ ） ， Ｑ （

Ｘ
ｌ

＾

ｘ

＼

ｙ ｉ

ｔ
ｙ ｚ

） ，
ＰＱ 丄 尤 轴 ， 所 以

Ｓａ ｐａｂ
＝

ｙ
ＰＱ 

？

ａ ：

ｌ

１ｙ ｉｙ ２
工

ｉ 
工

２

Ｔ


２ ４

Ｔ


８ ４

＝

ｉ Ｕ
ｉ 々

３

，

以 下 同方法 １ ．

点 评 此方法运算量较小 ， 由 Ｐ
， Ｑ 的坐标利用

几何关系 巧妙转化 ， 回 避底和高 的计算 ．

方法 ３
： 参数方程 ，

三 角换元 ．

圆上 的点 可借助参数方程 ， 利 用三 角 函数的有

界性来求最值 ．

由 前面三种方法知 ２
工 。 

２

， 依

工
２

 ￥
２

 ￥
２

题意 ， 可设 尤
。

＝

ｃ ｏ ｓ０
，

；ｙ 。

＝ 

４＋ ｓ ｉｎ０
， 所 以

ＳＡ ｐａｂ
＝

ｙ
ｃ ｏ ｓ

２

＾  ４ ｓ ｉ ｎ＾ ＋ １ ６

＝

士
ｓ ｉ ｎ

２

６
？

４ ： ｓ ｉ ｎ６
？ ＋ １ ７ 

吾

＝

ｊ
２ １ （ ｓ ｉ ｎ６

？

＋ ２ ）

ｚ


ｌ

，

因 为ｓ ｉ ｎ０ｅ［
１

，
１
］ ， 所 以 ， 当ｓ ｉ ｎ０

＝

１时 ，

ＡＰＡＢ 的面积取得最大值 ２ ０斤 ， 此 时 Ｐ 点在 圆 的

最下方 ．

点 评在构造 函数求最值时常利 用 圆 锥 曲 线

的参数方程 ， 构造三角 函数求最值 ．

虽然探究 了 不 同解法 ， 但不难看 出 各种方法之

间是有联系 的 ， 而且不 同方法最终是和谐统一 的 ， 这

也体现 了数学美 ． 只要掌握 了数学本质 ， 理解 了 阿基

米德三角 形 的性质 ， 会利 用判别式或导数法求切线

方程 ， 能够选择合适 的面积公式来计算 ， 利用二次函

数或三角 函数的性质求最值 ， 就可 以 轻松求解这道

压轴题 ． 需要注意 的是 ， 考试过程 中解决 问题时不能

直接使用性质 ， 需要写 出 推理过程 ．
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