
•考题分类评析•

建立不定方程模型巧解组合计数问题

李德平

(云南曲靖经济技术开发区第一中学)

  很多有难度的计数问题都有一定的高等数学背

景,如允许重复的组合与多重集的全排列等．尤其是

针对不定方程的整数解问题,我们可以利用允许重复

组合数相关知识进行求解．下面谈谈如何通过建立不

定方程模型来巧解组合计数问题．

１ 组合及组合数

组合数公式:Cmn＝
n!

(n－m)! m!．

设A＝{a１,a２,…,an}是n元集,则A 的任何一

个r-可重复组合可表示成{x１•a１,x２•a２,…,xn•

an},其中xi∈N(i＝１,２,…,n),且

x１＋x２＋…＋xn＝r．
注:n元集的r-可重复组合是大学数学课程“组

合数学”的内容,这里只作介绍．

２ 不定方程的整数解

  定理１ 不定方程

x１＋x２＋…＋xn＝r ①
的非负整数解的个数为Crn＋r－１．

证明 对 于 方 程①的 一 个 非 负 整 数 解(x１,

x２,…,xn),作０-１序列

００…０
︸
x１个０

１００…０
︸
x２个０

１０…０１００…０
︸
xn个０

． ②

序列②中恰有r个０,(n－１)个１．相反,任给一个恰有

r个０,(n－１)个１的０-１序列,将第１个１前面零的

个数记为x１,第１个１与第２个１之间零的个数记为

x２,…,第(n－１)个１后面零的个数记为xn,则有

x１＋x２＋…＋xn＝r,
从而知(x１,x２,…,xn)是①的一个非负整数解．因此

我们在方程①的非负整数解构成的集合与恰有r个

０,(n－１)个１的０-１序列构成的集合之间建立了

双射．
由于恰有r个０,(n－１)个１的０-１序列可按如

下方式给定:先在r＋n－１个位置上选r个安排０,再
在其余位置安排１,所以这样的０-１序列共有Crn＋r－１

个,因此,不定方程①的非负整数解共有Crn＋r－１个．
定理２ n元集的r-可重组合的个数为Crn＋r－１．
证明 设A＝{a１,a２,…,an}是n元集,则A 的

任何一个r-可重复组合可表示成{x１•a１,x２•a２,…,

xn•an},其 中 xi ∈N(i＝１,２,…,n),且 x１＋
x２＋…＋xn＝r,故n元集的r-可重组合的个数等于

不定方程x１＋x２＋…＋xn＝r的非负整数解的个数．
由定理１知n元集的r-可重组合的个数为Crn＋r－１．

定理３ 不定方程x１＋x２＋…＋xn＝r(r≥n)

的正整数解的个数为Cr－nr－１．
证明 令yi＝xi－１(i＝１,２,…,n),则当xi≥１

时,有yi≥０,且当x１＋x２＋…＋xn＝r时,有y１＋

y２＋…＋yn＝r－n,反之亦然,所以不定方程x１＋
x２＋…＋xn＝r(r≥n)的正整数解的个数等于不定

方程y１＋y２＋…＋yn＝r－n的非负整数解的个数,

也就是Cr－nn＋r－n－１＝Cr－nr－１．

３ 建立不定方程模型解题

例１ 有３０个完全相同的小球,分给４个不同的

小朋友,每个小朋友至少分得４个小球,则有

种不同的分配方案．
先给每个小朋友分３个小球,剩余１８个小

球,利用“隔板法”,１８个小球,１７个空,插入

三个 “板”,共有C３１７＝６８０种不同的分配方案．

例２ 有１０个优秀班干部的名额,分给７个班,

每班至少一个,则有 种分配方案．
因为１０个名额没有差别,利用“隔板法”形成

９个空,插入６“隔板”,把名额分成７份,所以

共有C６９＝８４种不同的分配方案．

例３ 在１至１００００的整数中,各位数字之和等

于５的整数有 个．
设所求的整数为a,则１≤a＜１００００．以x１,

x２,x３,x４ 分别表示a的千位、百位、十位和

个位数字,则０≤xi≤９(i＝１,２,３,４),且x１＋x２＋

０４
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x３＋x４＝５,故所求的正整数个数等于方程x１＋x２＋
x３＋x４＝５的非负整数解的个数,由定理１可知x１＋
x２＋x３＋x４＝５的非负整数解为C５５＋４－１＝５６个．

例４ 把２０个不加区别的小球全部放入编号为

１,２,３的３个盒子中,要求每个盒内的球数不小于它

的编号数,则不同的放法共有 种．
方法１ 不妨设编号为１,２,３的三个盒子中

分别放入了x１,x２,x３ 个小球,依题意有

x１＋x２＋x３＝２０,

１≤x１≤１５,

２≤x２≤１６,

３≤x３≤１７．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

①

因此,问题转化为求不定方程①的解的个数．
当x１＝１时,x２＝２,３,…,１６,这时x３ 随之而定,

共有１５种放法;

当x１＝２时,x２＝２,３,…,１５,这时x３ 随之而定,

共有１４种放法;
……

当x１＝１５时,只有x２＝２,x３＝３,仅有１种放法．
根据加法原理,符合要求的放法共有

１５＋１４＋…＋２＋１＝１２０种．

方法２ 对方程①作变换:
t１＝x１,

t２＝x２－１,

t３＝x３－２,

ì

î

í

ï
ï

ïï

因此,问

题转化为求不定方程t１＋t２＋t３＝１７的正整数解的

个数．
可用“隔板法”求解,即在１６个空中插入２个

“板”,共有C２１６＝１２０种插法．

方法３ 对方程①作变换:
b１＝x１－１,

b２＝x２－２,

b３＝x３－３,

ì

î

í

ï
ï

ïï

则b１＋

b２＋b３＝１４,且０≤bi≤１４(i＝１,２,３)．问题等价于求

不定方程b１＋b２＋b３＝１４的非负整数解的个数,根据

定理１,可知b１＋b２＋b３＝１４的非负整数解为

C１４１４＋３－１＝C２１６＝１２０个．

例５ 设A＝a１a２…an(０≤ai≤９,i＝１,２,…,

n)是一个n位数,如果a１≤a２≤…≤an,则称A 是

“递增的”,则小于１０n 且是“递增的”的正整数个数

N＝ ．
方法１ 设a是任一个小于１０n 且“递增的”

的正整数,a中有x１ 个１,x２ 个２,…,x９ 个

９,则xi≥０(i＝１,２,…,９)且１≤x１＋x２＋…＋x９≤
n．令x１０＝n－(x１＋x２＋…＋x９),则０≤x１０＜n,且

x１＋x２＋…＋x９＋x１０＝n, ①
故所求的正整数个数等于方程①满足x１０≠n的非负

整数解的个数,由定理１知N＝Cnn＋１０－１－１＝C９n＋９－１．
方法２ 设A 是任一个小于１０n 且“递增的”的

正整数,则A 可表示成

A＝a１•１０n－１＋a２•１０n－２＋…＋an－１•１０＋an,
其中a１,a２,…,an 是不全为零的非负整数且０≤a１≤
a２≤…≤an≤９．因此,所求正整数个数等于１０元集

{０,１,２,…,９}的n-可重复组合的个数减去１,由定理

１知N＝Cnn＋１０－１－１＝C９n＋９－１．

例６ 以N 表示把r件相同的物件分给n(n≤
r)个人的不同方法数,则N＝ ．

设第i(１≤i≤n)个人分得xi 件,则xi≥０且

x１＋x２＋…＋xn＝r,所以N 等于不定方程

x１＋x２＋…＋xn＝r的非负整数解的个数,由定理１
知N＝Crn＋r－１．

例７ 以N 表示把r件相同的物件分给n(n≤
r)个人,使得每人至少分得一件的不同方法数,则

N＝ ．
设第i(１≤i≤n)个人分得xi 件,则xi≥１且

x１＋x２＋…＋xn＝r,所以N 等于不定方程

x１＋x２＋…＋xn＝r的正整数解的个数,由定理３知

N＝Cr－nr－１．

例８ 由５个字母a,b,c,d,e组成的６次齐次

式最多可以有 个不同类的项．
设f(a,b,c,d,e)是由５个字母a,b,c,d,e
组成的不同类的项的个数最多的６次齐次

式,其项数为N,则f(a,b,c,d,e)中的任一项可表

示成A•ax１bx２cx３dx４ex５,其中A 为常数,x１,x２,x３,

x４,x５∈N,且

x１＋x２＋x３＋x４＋x５＝６, ①
故N 等于方程①的非负整数解的个数,由定理１知

N＝C６５＋６－１＝C６１０＝２１０．
我们把组合中的计数问题转化为求不定方程的

非负整数解或者正整之数解后,就可以利用上文中的

定理,或结论“隔板法”,建立的数学模型,轻松求解．
(完)

１４


