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  解题可以帮助学生深刻理解数学概念 、掌握

数学方法进而锤炼数学思维 ，正如波利亚所言 ，

“掌握数学就意味着学会解题” ．解题教学无疑是

数学教学的重点 ，对于高三数学复习而言 ，更可谓

是主旋律 ．如何开展解题教学 ？不能只有“数”（计

算推理）而不见“形”（想象直观） ，不能只有解题

方法的简单堆积而没有对解题策略的思考 ，不能

只有“怎么解” 的具体操作而没有“为什么这样

解”的不断追问 ．有鉴于章建跃博士提出的数学

教育要“取势 、明道 、优术”
［１］

，我们以为 ，数学解题

也需要“取势 、明道 、优术” ；在可视化技术的支持

下 ，通过直观想象指引解题方向（取势） 、深度挖掘

明晰本质属性（明道） ，达成模型构建优化解题方

案（优术）的解题教学目标 ．在此过程中 ，不仅有

解题思路的过程展示 ，解题策略的形成解构 ，更有

解题观念的实质突破和“原来如此”的美妙感悟 ．

本文谨以一节高三微专题复习课“与导数有关的

函数零点问题” 为例 ，与读者分享可视化视角下

的数学解题教学 ．

1  基本情况
1 ．1  授课对象

学生来自四星级高中普通班 ，数学基础一般 ，

已经历过高三一轮复习 ，掌握基本的数学运算和

简单的逻辑推理 ，如求导 、利用导数判断函数单调

性 、判断零点的个数等 ；有一定的阅读表达能力 ，

对数形结合的解题思路较熟悉 ，能判断函数变化

趋势进而讨论渐近线的存在性 ，并能结合单调性

和可能有的渐近线绘制函数示意图 ；基本掌握

GeoGeb ra的常见操作要领 ，能简单应用软件开

展数学探究活动 ．

1 ．2  内容分析
纵观近几年的高考 、模考试题 ，与导数有关的

函数零点问题是函数压轴题中的常客 ，此类问题

将函数 、不等式 、方程等知识综合在一起 ，能有效

区分学生数学能力的水平差异 ，故而广受命题者

青睐 ．从知识层面看 ，导数和零点存在性定理是解

决这类问题必不可少的工具 ，应用导数判断函数的

单调性没有多少障碍 ，难点在于零点存在性定理的

应用 ，而此中关键在于“找点” ，即构造异号的函数

值 ，这是颇具技巧又很有计算难度的一步 ．如何突

破运算的难点 ？ “数形结合”无疑是一可行路径 ．绘

制函数图象 ，借助图象能直观帮助学生认识结果 、

明辨解题方向 ；进一步地 ，图象更可以揭示真相 ，

最终帮助学生优化解题方法 、形成解题模式 ．

据此 ，本节专题复习课拟采用的教学策略为 ：

一是重视数形结合 ，借助单调性和变化趋势绘制

函数图象 ，以图象直观来判定参数范围及取点方

向 ；与此同时 ，借助 GeoGeb ra 开展数学实验 ，让

学生在动态观察中把握数学本质 ．二是重视问题

引导 ，在思维“关节点”与“关键点”处驻足停留 ，

对于为什么这样“取点” 、怎样放缩等问题 ，通过问

题串的方式不断地追问 ，以引导 、帮助学生认识数

学本质并掌握数学方法 ．

1 ．3  教学目标
（１）经历完整的数学解题方法的探求过程 ，

感悟数形结合的解题价值 ，在取势 、明道 、优术中

让自己的数学理解和思考从模糊走向深刻 ．

（２）能在准确把握函数特征（单调性 、渐近线

等）的基础上绘制较复杂的函数图象 ，结合图象

判断零点的存在 、参数的范围 ；把握零点存在定理

的应用要求 ，采用按图索骥 、函数放缩 、结构化简

等不同方法“找点”证明零点的存在 ．

教学重难点 ：函数放缩与“找点” ．

2  教学过程
2 ．1  归类辨析 ，聚焦问题

问题 1  （改编自 ２０２０ 年苏锡常镇一模 １３
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题）若 ax
＝ x ２ 在（１ ，＋ ∞ ）上有两解 m ，n ，求 a的

取值范围 ．

 图 １

方案 １（考察基本

函数图象） 随着参数

a的增大 ，函数 y ＝ ax

的图象呈现 “绕着点

（０ ，１）逆时针旋转” 的

动态规律 ．如图 １ ，当 a
值趋近于１时 ，函数 y ＝
ax

，y ＝ x ２ 图象相交 ；

随着 a的增大 ，两函数

图象由相交走向相切 、相离 ．通过“形”可判断 a的
范围为（１ ，t） ，而定界（临界位置 t 值）却离不开

“数”的作用 ：临界位置即两函数图象相切时 ．设

切点为 P（x ０ ，x ２
０ ） ，则有

t x ０ ＝ x ２
０ ，

t x ０ ln t ＝ ２ x ０

⇒ ln t ＝

２

x ０

⇒ t ＝ e ２

x
０ ，故 tx ０ ＝ e ２

x
０

x
０ ＝ e２ ＝ x ２

０ ⇒ x ０ ＝ e ，所
以 t ＝ e ２

e ，从而 a ∈ １ ，e ２

e ．

方案２（分离参数化曲为直） ax
＝ x２

⇒
ln a
２

＝

ln x
x （ * ） ．令 φ（x ） ＝

ln x
x ，x ＞ １ ，则 φ′（x ） ＝

１ － ln x
x ２ ，故 φ（x ）在（１ ，e）上递增 ，（e ，＋ ∞ ）上

递减 ．绘制出函数 f （x ） ＝
ln x
x 的图象（图 ２） ，可

知当 ０ ＜
ln a
２

＜ φ（e） ＝
１

e ，即 a ∈ １ ，e ２

e 时 ，

（ * ）式有两解 ．

图 ２

说明  方案 １直接 ，但需要对 y ＝ ax 的图象

特征有整体性把握 ，并且计算两函数图象相切时

的临界值有一定难度 ；方案 ２ 化曲为直 ，直观易

懂 ，但需要趋势分析（x → ＋ ∞ 时 ，f （x ） → ０） ，也

就是说要认识到 φ（x ）＝
ln x
x 存在渐近线（x轴） ．

当然 ，方案 ２中还需要应用零点存在定理来补充

证明 ，才能真正说明 a ∈ １ ，e ２

e 时方程有两解

（方案 １则很难证实） ．

2 ．2  按图索骥 ，初解取势

问题 2  求证 ：当 m ∈ ０ ，
１

e 时 ，关于 x 的

方程 m ＝
ln x
x 在 x ∈ （１ ，＋ ∞ ）上有两解 ．

零点存在定理的应用关键在于“找点” ，即在

区间（１ ，e） ，（e ，＋ ∞ ）上找出分别位于直线 y ＝ m
上下方的四个点 ，其中最困难的当属（e ，＋ ∞ ）中

位于 y ＝ m下方的点（x ０ ，f （x ０ ）） ．从图象的变化

趋势可知 ，x ０ 与 m有关且要足够大 ；考虑到 m ∈

０ ，
１

e ，容易想到取 x ０ ＝
１

m２ 或者 x ０ ＝ e １

m ．

方案 １  取 x ０ ＝
１

m２ ， 要证 f １

m２ ＝

m２ ln １

m２ ＜ m ，只要证 ln １

m２ ＜
１

m ．令 t ＝ １

m ＞ e ，
只要证 ２ln t ＜ t ．设 φ（t） ＝ t － ２ln t ，t ＞ e ，不难
证明 φ（t）在（e ，＋ ∞ ）上递增 ，故 φ（t） ＞ φ（e） ＝
e － ２ ＞ ０ ，从而有 f １

m２ ＜ m ．

方案 ２  取 x ０ ＝ e １

m ，要证 f e １

m ＝

１

m
e １

m
＜ m ，

只要证 e １

m ＞
１

m２ ．令 t ＝ １

m ＞ e ，只要证 et ＞ t２ ．设

φ（t） ＝ et － t２ ，t ＞ e ，不难证明 φ（t）在（e ，＋ ∞ ）

上递增 ，故 φ（t） ＞ φ（e） ＝ ee － e２ ＞ ０ ，从而

f e １

m ＜ m ．

解决了以上麻烦的“找点”问题 ，再“套”以下

列过程 ，便可以完成问题 ２ 的证明 ：因为 f （１） ＝

０ ＜ m ，f （e） ＝ １

e ＞ m ，又 f （x ）在（１ ，e）上递增 ，

所以 m ＝
ln x
x 在 x ∈ （１ ，e）上有一解 x １ ；因为

f （e） ＝ １

e ＞ m ，f （x ０ ） ＜ m ，又 f （x ）在（e ，＋ ∞ ）

上递减 ，所以 m ＝
ln x
x 在 x ∈ （e ，＋ ∞ ）上有一

解 x ２ ．

2 ．3  函数放缩 ，再解明道

根据图象趋势“找点” ，虽然可以解决问题 ，但

这样的尝试理由并不显然 ，有必要进一步探究以

明了个中奥妙 ．我们将其中的关键不等式换元处
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理后可得到如下简化的不等式 ：

方案 １ 中 ，设
１

m２ ＝ x 即 m ＝
１

x ，则有

f １

m２ ＝ m２ ln １

m２ ＜ m ⇒
ln x
x ＜

１

x
．

方案 ２ 中 ，设 e １

m ＝ x 即 m ＝
１

ln x ，则有

f e １

m ＝

１

m
e １

m
＜ m ⇒

ln x
x ＜

１

ln x ．

图 ３

在 GeoGebra中绘制函数 y ＝
１

x
，y ＝

１

ln x
的图象（图 ３） ，可以发现它们的右端图象与 f （x ）
的图象趋势一致且始终在 f （x ）图象上方 ．以 y ＝

１

x
为例 ，直线 y ＝ m与 f （x ） ＝ ln x

x 交于 A ，B两

点 ，与 y ＝
１

x
图象相交于点 N ，由点 N 得到点

M （横坐标相同） ，显然零点 B位于C与M之间 ，于

是点 M 即为所需要的关键“点” ．

由此可见 ，关键“点”的构造本质在于函数的

放缩 ：构造函数与原函数变化趋势一致 ，且构造函

数图象在原函数图象上方（如果关键“点”在直线

下方的话） ：事实上 ，满足放缩要求的函数很多 ，如

y ＝
２

x
，y ＝

４

x
２

３

等 ．因为不同函数的“变化趋势”

不同（详见苏教版教材必修第一册 ８ ．２ ．１节） ，放

缩其实就是利用函数间的这种“变化趋势” 差异

来实现的 ．

进一步地 ，化简
ln x
x ＜

１

x
或
ln x
x ＜

１

ln x ，

会发现这两种放缩都等价于 ln x ＜ x 并且与解
题中遇到的 t ＞ ２ln t ，et ＞ t２ 等价 ．通常情况下 ，

函数放缩多使用切线放缩 ，从而将复杂的函数化

为一次函数（如图４ ，可以用任意点 C ，D处的切线
来放缩 y ＝ ln x 和 y ＝ ex

） ，其中最常见的为

图 ４

ln x ≤ x － １ ，ex ≥ x ＋ １（选择特殊点 A ，B处的切
线） ，进一步考虑到计算的方便性 ，往往又可简化

为 ln x ＜ x ，ex
＞ x （也称为两基本放缩不等式） ．

通过换元 ，两基本放缩不等式可以派生出多

种形态 ：如由 ln x ＜ x ，得 ln x ＜
１

２
x ２

（ln x ２
＜

x ２
） ，ln x ＜ ２ x （ln x ＜ x ） ，ln x ＞

－
１

x ln １

x ＜
１

x ；由 ex ＞ x ，得 ex
＞

１

４
x ２

e x
２ ＞

x
２

，ex
＜ －

１

x （e － x
＞ － x ，x ＜ ０） ．

问题 3  证明 ：a ∈ －
１

e ，０ 时 ，函数

f （x ） ＝ x ex － a（a ∈ R）有两个零点 ．

图 ５

设 g（x ） ＝ x ex
，容易证得 g（x ）在 （ － ∞ ，

－ １）上递减 ，在（－ １ ，＋ ∞ ）上递增 ，且 g（－ １） ＝

－
１

e ．由 x ＜ ０时 e－
x
２ ＞ －

x
２

⇒ e－ x
＞

x ２

４
⇒ x ex

＞

４

x 知 ，本题可用函数 y ＝ ４

x 来放缩 ．考虑到运算简

化 ，也可使用 y ＝
１

x 来逼近 ：要证 x ＜ － １ 时

g（x ） ＝ x ex ＞
１

x ，只要证 x ２ ex
＜ １ ．设 φ（x ） ＝

x ２ ex ，x ＜ － １ ，则 φ（x ）在（－ ∞ ，－ ２）上递增 ，在

（－ ２ ，－ １）上递减 ，从而 φ（x ） ≤ φ（－ ２） ＝
４

e２ ＜
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１ ，于是可应用 g（x ） ＝ x ex
＞

１

x 进行函数放缩 ．

取 x ０ ＝
１

a ，则有 g １

a ＞
１

１

a

，这样可证得零点的

存在性 ．

说明  本例中 ，关键“点”在直线上方 ，因此

构造的函数图象在原函数下方 ．

2 ．4  结构化简 ，三解优术

例 1  （２０１９年南京三模试题 １９改编）关于

x 的方程 ln x ＋ １ ＝ bx ２ 有两个不等的实数根 ，求

b的取值范围 ．

思路 １  （分参 ）  ln x ＋ １ ＝ bx ２
⇒ b ＝

ln x ＋ １

x ２ ．令 φ（x ）
ln x ＋ １

x ２ ＜
１

x ，则 φ（x ）在

０ ，
１

e 上递增 ，在
１

e ，＋ ∞ 上递减 ．如图 ６ 可

知 ，b ∈ ０ ，
e
２
时 ，b ＝ ln x ＋ １

x ２ 有两个不等实根 ．

取 x ０ ＝ max １

b ，２ ，应用 φ（x ） ＝
ln x ＋ １

x ２ ＜
１

x

进行放缩 ，则有 φ（x ０ ） ≤ φ
１

b ＜
１

１

b
＝ b ，这样可

证得零点的存在性 ．

图 ６

思路２  （作差）  设 h（x ） ＝ ln x ＋ １ － bx ２
，

则 b ＞ ０ 时 ，h（x ） 在 ０ ，
１

２b
上递增 ，在

１

２b ，＋ ∞ 上递减 ，故 h（x ）max ＝ h １

２b ＝

ln １

２b ＋
１

２
．当 ０ ＜ b ＜

e
２
时 ，h １

２b ＞ ０ ，

h １

e ＝ －
b
e２ ＜ ０ ，h １

b ＝ － ln b ＋ １ －
１

b ＜ ０ ，所

以 b ∈ ０ ，
e
２
时 ，b ＝

ln x ＋ １

x ２ 有两个不等实根 ．

说明  通过 GeoGeb ra动态演示 ，突显两种

思路的对比联系 ；借助
ln x ＋ １

x ２ ＜
１

x ，可将原函数

放缩为简单函数 ；思路 １中取 x ０ ＝ max １

b ，２ 的

做法值得关注 ，这样做可以保证 x ０ 的“取点” 在

区间
１

e ，＋ ∞ 上并且在直线下方 ．

练习 ：（１）已知函数 f （x ）＝ ax ２
－ x － ln x有

两个零点 ，求实数 a的取值范围 ．

（２）已知函数 f （x ） ＝ mex
－ （x － １）

２ 有三个

零点 ，求实数 m的取值范围 ．

思路 ：（１）设 g（x ） ＝
x ＋ ln x

x ２ ，则 g（x ）在

（０ ，１）上递增 ，在（１ ，＋ ∞ ）上递减 ，且 g（１）＝ １ ．故

当 a ∈ （０ ，１）时 ，f （x ）有两个零点 ．应用 g（x ） ＝
x ＋ ln x

x ２ ＜
２

x 进行函数放缩 ，取点 g ２

a ＜
２

２

a
＝

a可证明存在性 ．

（２）设 g（x ） ＝
（x － １）

２

ex ，则有 g（x ） 在

（－ ∞ ，１）上递减 ，在（１ ，３）上递增 ，在（３ ，＋ ∞ ）上

递减 ，且 g（１） ＝ ０ ，g（３） ＝
４

e３ ，故而 m ∈

０ ，
４

e３ 时 ，f （x ） 有三个零点 ．应用 g（x ） ＝

（x ＋ １）
２

ex ＜
１

x 实现函数放缩 ，取点 g １

m ＝

１

m － １

２

e １

m
＜

１

１

m
＝ m证明存在性 ．

2 ．5  梳理总结 ，形成范式

结合课堂教学中涉及的案例 ，梳理问题解决

过程 ，可总结出下列要点 ：

（１）零点问题重在放缩 ．零点问题关键在于

“找点” ，“点” 的构造实质是函数的放缩 ，如

ln x
x ＜

１

x
，x ex

＞
１

x （x ＜ ０） ，
x ＋ ln x

x ２ ＜

２

x （x ＞ １）等 ．

（２）放缩方法有章可循 ．放缩的目标是将不

易解的不等式转化为易解的不等式 ，通常做法是

将指对数函数化为多项式函数 ．由两个简单基本

不等式 ln x ＜ x ，ex ＞ x 出发 ，可演绎出不简单

的放缩形式 ；
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（３）放缩千万 ，趋势为要 ．不同函数的“变化

趋势” 不同 ，放缩不能改变函数整体的相对变化

趋势（极限一致） ，原函数图象的变化趋势需要结

合导数整体辨析 ．

（４）放缩有度 ，分清主次 ．“放” 还是“缩” ，取

决于要找的“点”在下方或上方（构造函数图象在

原函数图象上方或下方） ；部分放缩过度可适当进

行范围限制 ，如取 x ０ ＝ max １

b ，２ ．

简而言之 ，就是“零点判定有讲究 ，图象观察

辨趋势 ；函数变换是根本 ，放缩有度分主次” ．

3  回顾与反思
因为运算难度大 ，面对与导数有关的函数零

点问题 ，多数学生望而生畏 、止步不前 ．本节课在

“取势 、明道 、优术”的思路指引下 ，三次求解零点

问题 ，形成三种不同解法（按图索骥法 、函数放缩

法 、结构化简法） ，不同水平层次的学生可选择不

同的解法 ．更为重要的是 ，可以改善学生拿笔就算

的解题习惯 ，回归数学直观探究先行 ，促使计算推

理也能返璞归真 ，在帮助学生掌握一类题的解法

过程中让学生学会数学地思维 ．

3 ．1  数学解题中的取势明道优术
将“取势 、明道 、优术”用于数学教育中 ，章建

跃博士是强调教育要明确方向 、把握规律 、办事有

方［１］
；用于解题中 ，则是指直观想象指引解题方向

（取势） 、深度挖掘明晰本质属性 、模型构建优化解

题方案（优术） ．具体而言 ，“术” 多指抽象的数学

方法 、繁杂的计算技巧 ，如本例中的“取点” ．如果

只是为术而术 、停留于“知其然” 层面 ，一方面会

因难以理解而不为学生所接受和优化 ，另一方面

也会因“见木不见林”而难以生成和旁通 ．因此解

题不应只囿于解题技巧的获得 ，而应走向“知其所

以然” ，让学生理解其中的函数放缩 ．明道就需要

追本溯源 ，首先得聚焦关键环节 、分析问题特征 ，

然后才是丰富表征手段 、找寻联系通道 ，在抽象的

“数”之间架设具象的“形”作为桥梁 ，无疑是帮助

学生问道明理的重要情境 ．解题也需要看清方向 ，

方向不对则多做多错 ，而“形” 正可以揭示“大势

所趋” ，让最终结果在解题前就“观念性地存在

着” ，而不再是摸着石头过河 ．事实上 ，当我们绘制

出图 ２所示的函数图象后 ，问题 ２ 的结果已经水

落石出 ，跟进的只是数学的解释和证明罢了 ．解题

中的取势明道优术 ，告诉我们的是不仅要埋头赶

路 ，更要抬头看路 ；优术的前提在于明道 ，取势方

能明道 ．

3 ．2  数形结合与深度学习
提及数形结合 ，耳熟能详的是华罗庚先生说

过的“数缺形时少直观 ，形少数时难入微 ；数形结

合百般好 ，隔离分家万事休” ．虽然数形结合是重

要的数学思想方法 ，然而解题时（特别是主观题）

多数时候却有“数” 无“形” ．究其原因 ，一方面当

然有评价更重视严谨的计算推理的缘故 ，另一方

面也因为对数学对象的本质特征把握不全面 ，难

以绘制准确的图象 ，如图２中 f （x ）的图象刻画离
不开对单调性 、最值 、渐近线的考量 ．“形”可意会

取势 ，“数”为优术言传 ，我们这儿强调“形”的价

值不只是为了得到结果 ，更重要的是为“数”的推

理提供方向直观 ，如由图 ２ 发现找点方向（足够

大 、在直线下方 、与变量有关） ，由图 ５思考函数放

缩（趋势一致 ，放缩有度） ，“形” 的展示不仅有想

象直观 ，更有深透的理解 、深入的思维和深切的

体验 ．

3 ．3  GeoGebra与数学可视化
数学可视化就是“看见不可见” ，即将抽象的

数学对象用可看见的表征形式清楚直白地呈现出

来 ，从而得到一个形象 、直观 、整体的认识和理解 ．

作为一款数学学科软件 ，GeoGebra 实现了
“形”（几何）与“数”（代数）的完美融合 ，可以将抽

象的数学知识直观化 ，使数学的关联性变得可见

甚至可操作 ，从而帮助学习者洞悉数学本质 ．如图

６中“作差”与“分参” 两种思路的比较呈现 ，图 ４

中切线放缩的动态呈现等 ．GeoGeb ra 带给我们
的不仅是更加方便快捷的数学 ，更是理想的深度

学习平台和深度教学工具 ．

数学解题 ，不仅是解决问题 ，更重要的是观点

的提高和思维的启迪 ．“形”可意会取势 ，“数”为

优术言传 ，“取势 、明道 、优术”的思路为当下数学

解题教学提供了一个全新的思路 ，而可视化恰可

让学生将更多的精力集中在高层次的数学思考和

问题解决上 ．
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