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圆锥曲线探究，思维“五步”构建
———以2021年新高考Ⅱ卷圆锥曲线压轴题为例

徐之财 华中师范大学(珠海)附属中学 519170
[摘 要] 综合的圆锥曲线是高考重要考查内容,问题的综合性及逻辑性较强,解析问题时可采用思

维“五步法”,即定位考点、分析逻辑、绘制图象、构建思路、解析过程. 文章以2021年新高考
Ⅱ卷圆锥曲线压轴题为例,利用“五步法”探究突破,并总结方法策略,提出相应的建议.
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破解圆锥曲线综合题时要注重

思维过程，立足考题探索解题策略 .
思维“五步法”可有效定位考点，提取
条件信息，绘制图象，构建思路 . 下
面结合考题进行探究.

考题呈现，考点分析

考题 (2021年新高考Ⅱ卷第20
题）已知椭圆C的方程为 x2

a2
+ y2

b2
=1

(a＞b＞0），右焦点为F( 2 √ ，0），且离
心率为 6 √

3
.

(1）求椭圆C的方程；
(2）设M和N是椭圆C上的两点，

直线MN与曲线x2+y2=b2(x＞0）相切 .
证明：M，N，F三点共线的充要条件为
MN = 3 √ .

【定位考点】
本题为圆锥曲线综合题,以椭圆

为背景,研究椭圆、曲线和直线的位
置关系,其中涉及相交、相切及共线
等知识. 本题第(1)问求椭圆C的方
程,考查椭圆方程的基础知识；第(2)

问探究三点共线的充要条件,需要构
建共线与弦长之间的关系,考查相切
关系及充要条件.

思路构建，过程解析

对于圆锥曲线综合题，需要充分
理解问题条件，结合考点知识确定解
析方向. 在思路构建时，建议采用数
形结合、分步开展的策略. 下面结合
考题具体探究.

1. 突破第（1）问
该问求椭圆C的方程，需要确定

特征参数a和b的值， 核心条件有两
个：①右焦点F( 2 √ ，0）；②离心率
为 6 √

3
. 根据上述两个条件可得c=

2 √ ，又e= c
a

= 6 √
3

，得a= 3 √ ，结
合b2=a2-c2可得b2=1. 所以椭圆C的方

程为 x2

3
+y2=1.

2. 突破第（2）问
由(1）问可知b2=1，则x2+y2=b2表

示的是半径为1的圆，即x2+y2=1. 第

(2）问涉及的条件较多，需要理解其
中的逻辑关系，绘制对应图象，结
合问题来确定求解思路 . 下面分步
探究.

【分析逻辑】
点M,N：两点在椭圆C上；
直线MN与圆：两者为相切关系；
椭圆C与圆：根据解析式可知,圆

内切于椭圆；
探究点：M,N,F三点共线⇔ MN =

3 √ (充要条件).
【绘制图象】
根据上述所分析的位置关系,可

绘制如图1所示的图象,探究重点为
M,N,F三点共线与弦MN的长的关系.

xO

y
M

N
F

图1
【构建思路】
第(2)问需要结合问题本身来确

定求解思路：探究证明M,N,F三点共
线的充要条件为 MN = 3 √ ,显然需
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要分必要性和充分性两步来完成.
必要性：根据三点共线以及直线

与圆相切可得出直线MN的方程,联
立直线与椭圆方程可得弦MN的长,
从而完成证明；

充分性：可设直线MN的方程为
y=kx+b(kb＜0),由直线MN与圆相切
可得b2=k2+1,联立直线与椭圆方程,
结合弦长公式可得关于斜率k的方
程,然后求出k值.

【解析过程】
基于上述求解思路,结合图象得

出具体的解析过程如下：
当直线MN的斜率不存在时,直

线MN：x=1,显然不符合题意.
当直线MN的斜率存在时, 设点

M(x1,y1),N(x2,y2).
必要性： 若M,N,F三点共线,可

设直线MN：y=k(x- 2 √ ),即kx-y-
2 √ k=0. 由直线MN与曲线x2+y2=1

(x＞0)相切,可得 2 √ k
k2+1 √ =1,解得

k=±1. 联立直线MN与椭圆C的方程

得方程组
y=±(x- 2 √ ),
x2

3
+y2=1,

 

 

           

变形整理

得4x2-6 2 √ x+3=0,由韦达定理得x1+

x2=
3 2 √

2
,x1•x2=

3
4
,结合弦长公式

得 MN = 1+k2 √ • (x1+x2)2-4x1•x2
 √ =

3 √ ,所以必要性成立.
充分性：设直线MN：y=kx+b(kb＜

0),即kx-y+b=0. 由直线MN与曲线

x2+y2=1(x＞0)相切,可得 b
k2+1 √ =1,

即b2=k2+1. 联立直线MN与椭圆C的方

程得方程组

y=kx+b,
x2

3
+y2=1,

 

 

         
变形整理得

(1+3k2)x2+6kbx+3b2-3=0,由韦达定

理得x1+x2=-
6kb

1+3k2
,x1•x2=

3b2-3
1+3k2

. 所

以 MN = 1+k2 √ • (x1+x2)2-4x1•x2
 √ =

1+k2 √ • 24k 2 √
1+3k2

= 3 √ ,化简得(k2-

1)2=0,解得k=±1. 所以
k=1,
b=- 2 √ ,

或

k=-1,
b= 2 √ ,

所以直线MN：y=x- 2 √ 或

y=-x+ 2 √ . 所以直线MN经过点
F( 2 √ ,0),M,N,F三点共线,充分性
成立.

综上所述,M,N,F三点共线的充
要条件为 MN = 3 √ .

考题思考，解法总结

上述是对一道圆锥曲线考题进

行的深入剖析，并探究了求解思路的
构建过程. 下面深入反思，总结方法.

1. 关于考题的思考
考题为一道圆锥曲线综合题，

第(2）问是核心之问，把握问题中的
位置关系是重点 . 探究此问显然需
要构建“三点共线”与“弦长”的关系，
这是几何与代数的转化 . 问题中数
形转化特性极为显著，故解析时需要
联立直线与曲线的方程，利用韦达定
理、弦长公式来构建关于直线斜率的
方程.

2. 关于解法的总结
解析第(2）问时采用了分步构建

的策略，即“定位考点→分析逻辑→
绘制图象→构建思路→解析过程”.
“五步法”的目的明确，核心点突出，
下面深入分析“五步法”.

第一步———定位考点.
高考对圆锥曲线的考查针对性

强，把握考点、结合考点关联知识是
解题的关键 . 解析时要充分理解问
题，准确定位考点，包括所涉知识、考
点内容.

第二步———分析逻辑.
该步中要基于考点分析题干的

逻辑关系，深刻剖析题干信息，挖掘
隐含条件， 尤其是其中的位置关系，
如点、直线与曲线之间的位置关系.

第三步———绘制图象.
数形结合是破解圆锥曲线综合

题的常用解法，可直观呈现几何要素
的位置关系，绘制图象时要尊重客观
事实，对于不确定的位置关系可分别

构图.
第四步———构建思路.
该步中要把握图象关系，结合问

题条件确定解题方向， 探索构建策
略，如弦长问题中先联立方程，再由
弦长公式继续推导.

第五步———解析过程.
解析过程中要融合知识定理与

思想方法，充分处理、转化条件，思考
简算技巧，如设而不求法、韦达定理
法等.

3. 应用探究
上述对问题的深入思考，总结了

“五步法”的破题策略，下面结合一道
例题强化应用.

例题 (2021年高考北京卷第20

题）已知椭圆E： x2

a2
+ y2

b2
=1(a＞b＞0）过

点A(0，-2），以四个顶点围成的四边
形面积为4 5 √ .

(1）求椭圆E的标准方程；
(2）过点P(0，-3）的直线l斜率为

k，交椭圆E于不同的两点B和C，直线
AB交y=-3于点M，直线AC交y=-3于
点N，若 PM + PN ≤15，求k的取值
范围.

解析 根据条件可得椭圆E的标

准方程为 x2

5
+ y2

4
=1. 下面由“五步

法”构建第(2)问的解析过程.
第一步———定位考点.
考题以椭圆为背景,设定直线l,

形成了众多交点,需要分析线段的长
和条件下直线斜率k的取值. 考点主
要有两个：一是直线与曲线的位置关
系；二是圆锥曲线中求线段长的策
略———联立方程,设而不求.

第二步———分析逻辑.
直线l：过点P,斜率为k；
直线l与椭圆E：相交关系,交点B

和C；
直线AB与直线y=-3：相交于点M；
直线AC与直线y=-3：相交于点N.
第三步———绘制图象.
结合上述所分析的位置关系,绘

制如图2所示的图象,其中椭圆、点P、
直线y=-3的位置是确定的.
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从数学学科核心素养发展尤其

是数学建模素养发展的角度来反思

上述例子，可以发现在生活中习以为
常的水温冷却，对于学生而言是既熟
悉又陌生的 . 说这个例子熟悉自然
不需要解释，说这个例子陌生是因为
其中的规律并不容易把握，尤其是一
开始就让学生从数学规律的角度来

解析水的冷却规律时，绝大多数学生
感觉有一些意外. 当这种意外的感
觉被消除后，学生的注意力迅速转移
到了问题解决上 . 这个时候就意味
着学生已经默认了水的冷却规律可

以用函数来描述，只不过这个函数解
析式并不明确，因此学习的主要任务
就是探究这一函数解析式.

这是学生自己的认识，呼应了上

面提到的核心素养提高学生对学习

认识的要求. 事实上，学生在问题解
决的过程中，也确实认识到要想得
到函数解析式并建立起相关模型，
就必须真正面对水的冷却这一自然

过程并且收集相关的数据，因为只
有这样才能得到水温与时间之间的

变化关系. 当学生认识到这一点时，
实际上数据收集过程已经显得不太

重要，学生更希望自己能够得到数据
去分析，从而知晓具体的函数解析式
是怎样的 . 学生的这一想法实际上
就是数学建模的动机所在，因此后续
的努力过程就是一个数学建模过

程，自然也就是数学学科核心素养的
落地过程.

实践表明，这样一个教学过程是
成功的，数学学科核心素养的发展也

是有保证的，这说明上述理论的学习
与总结，得到了实践验证，理论与实
践之间形成了契合关系 . 这对于一
线教师教学而言自然是一件好事，也
意味着面向当下的高中数学教学，理
论学习应当成为实践探究的先导，实
践探究应当成为理论学习的佐证 .
遵循这样的教学思路，可以做到应试
与核心素养发展两不误.
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第四步———构建思路.
问题探究的是在条件 PM +

PN ≤15下k的取值范围,显然需要
设定直线l的方程,推导点M和N的坐
标,求出 PM 和 PN ,进而构建关于
斜率k的不等式.

第五步———解析过程.
由条件可知直线l：y=kx-3,设点

B(x1,y1),C(x2,y2),由于直线l的斜率
存在,故x1x2≠0. 可推知直线AB：y=
y1+2

x1
x-2,与直线y=-3联立可得点

M -
x1

y1+2
,-3 ,同理得点N -

x2

y2+2
,-3 .

联立直线l与椭圆E的方程得方

程组
y=kx-3,
4x2+5y2=20,

整理得(4+5k2)x2-

30kx+25=0,由△=900k2-100(4+5k2)＞

0,解得k＜-1或k＞1. 由韦达定理可得

x1+x2=
30k

4+5k2
①,x1x2=

25
4+5k2

②,可知

x1x2＞0. 所以 PM + PN = xM+xN =
x1

y1+2
+

x2

y2+2 =
2kx1x2-(x1+x2)

k2x1x2-k(x1+x2)+1 ,

将①②代入后整理得 PM + PN =
5 k ,所以5 k ≤15,解得 k ≤3.

综上所述,k的取值范围为[-3,
-1)∪(1,3].

探究思考，教学建议

1. 梳理解析流程,形成“五步”
策略

圆锥曲线综合题的难度较大，解
析时需要注意分析问题条件，合理构
建解题思路 . 教学中教师要结合考
题开展流程梳理，构建“五步”策略破
题. 以上述考题为例，解析核心之问
时采用的“五步法”，系统呈现了从考
点定位、条件分析到图象绘制、思路
构建的过程 . 教学时可指导学生理
解每步的探究重点，关注各步的构建
技巧，充分体验构建过程，形成系统
的“五步”策略.

2. 注重通性通法,积累解题经验
圆锥曲线的命题形式多样，但可

将问题分为几大类，教学中教师要引
导学生充分剖析问题条件，掌握条件
的转化策略及解析问题的通性通法.
以上述考题为例，探究三点共线与弦
长之间的充要关系，方程联立、弦长
构建是解题核心，这里需要学生掌握
设而不求的技巧、弦长公式等知识. 教
学中教师要帮助学生总结典型问题

的通性通法，积累相应的解题经验.
3. 倡导知识探究,发展学生的

能力

开展综合题探究有助于全面发

展学生的能力，故教学中教师要立足
考题开展问题探究，引导学生思考，
启发学生思维 . 探究过程要给学生
留足思考空间，教师可合理设置问
题，让学生充分认识问题，自主探索
解题方法. 而在解析完成后，教师可
引导学生进一步反思问题，优化解
法，总结解题策略. 必要时教师可开
展教学微设计，拆分综合性问题，引
导学生体验构建过程，充分锻炼学生
的思维.
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