
活跃在几何问题中的函数最值

●张飞雄

摘要：解析几何中最值、范围问题和立体几何最

值、探索性问题是各类考试中常见题型，其试题难度属

中、高档题Ⅲ，若题目的条件和结论能体现一种明确

的函数，则可首先建立目标函数，再求这个函数的最

值，求函数最值的常用方法有配方法、判别式法、基本

不等式法及函数的单调性法等．
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一、活跃在解析几何问题中的函数最值

解析几何中圆锥曲线有关的范围、最值问题，其实

是待求量表示为其他变量的函数，求其值域，从而确定

参数的取值范围．

1．一元最值化函数最值

例l 已知抛物线E：，，2=印戈(p>0)的焦点为

F，点肘(4，m)在抛物线E上，且△0MF的面积为

如2(o为坐标原点)．

(1)求抛物线E的方程；

(2)过焦点F的直线Z与抛物线E交于A，B两点，

过A，B分别作垂直于f的直线AC，BD，分别交抛物线

于C，D两点，求I AC l+I BD I的最小值．

『m2=8p

毹q岫题意可得b争小扣：【2 2 2‘

解得_p=2．

故抛物线E的方程为)，2=缸．

(2)由题意知直线Z的斜率一定存在且不为0，

F(1，0)，设直线Z的方程为菇=钞+1，t≠0，

设A(xl，，，1)，(z2，)，2)，(戈3，乃)，

易知戈I=￡yl+l>0，算2=秒2+l>0，

r并=￡v+l

联立{，。

消去龙得，，2—4钞一4=0．

所以)，I+，，2=4￡，y1)，2=一4．

由AC垂直于Z，得直线AC的方程为)，一，，。=一￡(x

—z1)，

联立{；：舅叫“叫l，，
消去x得矿+町一4‰一竹。=o．

所以y。+y：=一{i，，，，y：=竿．
所以I Ac I：√(髫I一戈2)2+(yl—y2)2

=孕¨”2I=孕咖一卜
同理可得I BD I=颦．(饥+2)，
所以I Ac I+I BD I：颦．

⋯”¨圳=罕∽川=8飞／乎，
令八算)：掣，菇>o，
则厂，(戈)：堕业攀，x>o，
所以当x∈(0，2)时／7(戈)<0以戈)单调递减；

当石∈f2．+∞)时．厂’f髫)>0．“菇)单调涕增．
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所以当戈2 2时’厂(石)取得最小值，即当￡=±√2
所以

时，l Ac I+l BD I的最小值为12万．

点评：直线和圆锥曲线的位置关系问题，往往要善

于利用韦达定理设而不求，利用弦长公式得关于￡的一

元函数关系式，再导数方法求函数最小值．

2．二元最值化函数最值

利用关系式，将二元函数的最值问题化为一元函

数最值问题来处理．

例2 已知D为坐标原点，椭圆c：等+笔=l(口

>6>o)的离心率为拿，且经过点P(佰，1)．
(1)求椭圆C的方程；

(2)直线f与椭圆C交于A，B两点，直线DA的斜

率为七。，直线。日的斜率为危：，且七。后：=一÷，求蔚．商

的取值范围．

f c 厢

解：(1)由题意可得j。 3

b古=·
又n2=62+c2，解得o=3，6=肛．

所以椭圆c的方程为等+等=1．
(2)设A(戈I，y1)，B(戈2，y2)，

当直线f的斜率存在时，设f：)，=如+f，

ry=五戈+￡

联立{￡+￡：1
【9 3

消去y得(1+3后2)z2+6．j}￡戈+3￡2—9=0，△=12(3

+9后2一￡2) >0．

则

一6后￡z-帆：2而
3￡2—9

’

叩z 2而
又意。南：：些：一÷，

戈l戈1 j

故)，。y：一}。z：且叩：≠。，即3卜9≠o，肌2
≠3，又yl=后zI+￡，y2=矗茗2+t，
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= 七2 +

后￡(戈1+戈2)+￡2 ￡2—9矗2 1

髫．石， 3￡2—9 3

整理得2f2=9南2+3≥3，则￡2≥÷且△>o恒

成立．

一—_ l 2 2
叫·DB 2菇·戈z+M 2戈，戈z—r-戈z

2

r，戈：2了

等_3(-一}则≥寻，且殍3艄”詈)
∈[一3，0)u(0，3)．

当直线z的斜率不存在时，戈。=z：，y。=一y：，则后。后：

一兰一÷，又等+等=·，解得砰=寻测蔬·商
=戈12一yl 2=÷l 2=3．

综上，洲·D百的取值范围为[一3，0)u(0，3)．

点评：注意利用斜率关系式把二元转化为一元，进

而转化为求函数值域问题．

3．双参数最值问题

该类问题往往有三种类型：①建立两个参数之间

的等量关系和不等式关系，通过整体消元得到参数的

取值范围；②建立两个参数的等量关系，通过分离参

数，借助一边变量的范围，确定另一个参数的取值范

围；③建立两个参数的等量关系，通过选取一个参数

为自变量，令一个变量为参数(主元思想)，从而确定

参数的取值范围．

例3 设椭圆E：等+笔=1(。，6>o)，过朋(2，

厄)，Ⅳ(厢，1)两点，D为坐标原点．

(1)求椭圆E的方程；

(2)是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意

一条切线与椭圆E恒有两个交点A，B，且D4 j_D百?若

存在，写出该圆的方程，并求l A日I的取值范围；若不

存在，说明理由．

解析：(1)解略．椭圆E的方程为等+等=1．
(2)假设满足题意的圆存在，其方程为戈2+y2=

茹列窜除嘲

=

坠讹
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R2，其中0<尺<2，设该圆的任意一条切线AB和椭圆

E交于A(x。，)，。)，B(z：，y：)两点，当直线AB的斜率存

在时，令直线AB的方程为)，=玩+m ①

将其代人椭圆E的方程并整理得(2J|}2+1)x2+4I|}懈+

2m2—8=0．

由韦达定理得，

△=16七2m2—4(2J|}2+1)(2m2—8)>0，

4．|2m

戈-¨：一三万玎，

郴：：磐 ②髫-戈z 2而 ㈤

因为蔚上商，所以名。戈：+)，。)，：=o ③

将①代人③并整理得(1+I|}2)戈。戈：+I|}m(算。+戈2)

+巩2=0．

联立②得m：：昙(1+||}：) ④

因为直线AB和圆相切，因此尺：些，再由④
√l+蠡‘

得R=学所以存在圆菇2+y2=詈满足题意．当切线
AB的斜率不存在时，易得戈j：菇；：要，由椭圆E的方程

得yj：)，{：要，显然蔚上赢

综上所述，存在圆茗z+)，：：要满足题意．下面求

A口I的取值范围．

解法l：(常规解法)当切线AB的斜率存在时，由

①②④得

AB I-汀丁iF可而=册
·、厄■i厂i瓦

=瓜．√(一熹)2⋯嘉=砸儡·鸸．
令t=筹测÷<矧．
因此I AB I 2=32t(1一手t)=一等(t一手)2+12，

所喀刚吖北脚竽刚胀2万．
当切线AB的斜率不存在时，易得I AB l-华，所

以等刚小2万．
综上所述，存在圆心在原点的圆戈2+)，2=詈满足

腻且竽刚小2万．
解法2：(妙思巧解)如图1

所示，过原点0作OD上AB，垂

足为D，则D为切点．

●‘

●

彳除
心判i
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从而利用函数求目标函数的最值．

1．设参数转化函数最值

例4 如图2，正方体ABCD—AlBlClDl的棱长为

2，E，F分别为肋和BB。的中点，P为棱CIDl上的
动点．

(1)是否存在点P，使得PE上平面EFC?若存

在，求出满足条件时C．F的长度并证明；若不存在，请

说明理由：

(2)当C，P为何值时，平面BCClBl与平面咫F夹
角的正弦值最小．

A

A

图2 图3

解：建立如图3所示的空间直角坐标系，

根据题意设点P(0，￡，2)，0≤t≤2，则E(1，1，0)，

F(2，2，1)，C(0，2，O)，

(1)PE=(1，l—t，一2)，EF=(1，l，1)，CF=(2，

0，1)，

设平面CEF的法向量为m=(x，y，z)，

贝uf三’堡2
x+，，+z

2。令z：·，得z：一2，y
【m·CF=2x+z=0

=1．

所以m=(1，1，一2)，若存在满足题意的点P，

黜PE／／m。

所以L}：l，所以t：o，满足o≤￡≤2，即P与

Dl重合时，PE上平面EFc，此时cIP=2．

(2)易知平面BCC。B。的法向量为n=(0，l，0)，

设平面PEF的法向量为r=(菇o，yo，。o)，又PF=

(2，2一t，一1)，PE=(1，1一t，一2)，

·24·

所以J7’P矛=h。+(2一‘’‘％一彳。’=o
【r·阳=‰+(1一t)(‰一‰)=o

令‰=l，则‰=÷一l，钿：一÷，所以7=(÷一
l，l，一÷)，

设平面BCC。B；与平面PEF的夹角为9，

则cos口=I cos(n，r)l

，0≤￡≤2，

所以当t：吾时，(c。s9)一=孚，(sinp)mi。=孚．
此时c。P=2一吾={．

2．导数法求最值问题

例5 如图4所示，菱形

ABCD的边长为2，现将△ACD沿

对角线AC折起，使平面ACD’上

平面AcB，则此时空间四面体∥
AB∞’体积的最大值为( )

(A)訾(B)等
图4

(c)l (D)孚
答案：(A)

解析：取AC的中点D，连接D’D(图略)．

设[ABc=a，a∈(o，1T)，所以D’o=AD’c。s导=

2cos号，s伽。=÷×2×2sina=2sina．
因为D，D上平面AcB，所以‰边形ABc。=知鲋们×

。’D=÷sinac。s导=詈sin争。s2詈=詈sin号·c-一
sin2詈)，(o<号<詈)．
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设t：sin号，则o<t<1，l／四边形僦。=詈(t一一．

设八t)=詈(t一。，则／’(t)=号(1—3即，o<t
<1．

所以当。<￡<譬时，，(￡)>。以￡)单调递增；

当譬<￡<1时，m)<。以￡)单调递减．所以

弘竽帅)取得最大值訾．
所以四面体4Bc。’体积的最大值为訾．

动态的变化引起的最值问题，应找出问题中的动

态变量关系式，建立目标函数，在目标函数建成后，可

用一次函数的端点法，二次函数的配方法、公式法，函

数有界法(如三角函数等)，对勾函数或基本不等式，

及函数的拐点导数法等求目标函数的最值，进而解决

几何最值(范围)问题¨-．
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以上两种方法是解决此类问题的通法，当然本题还可

以利用圆锥曲线方程代人法，急=凳尝l等，则
c番瓣翮籍吐眦㈡”
手)，同理有)，；：3(1一拿)．所以(鲁)2：
3(1一等m：_2)2 (2飞)(2飞)

3(1一{；)(石，+2)2
‘2+z2’‘2+x1’

}}薯暑篙．联立直线与椭圆的方程，消去

y，应用韦达定理处理．

直线与圆锥曲线综合问题中，不仅要强化理解几

何问题代数化的思路方法，而且要重视运算过程的分

析指导，揭示算法背后的算理，探索减少运算的技巧，

这样才能真正地提升数学运算核心素养．
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