
２０２３ 年新高考数学Ⅰ卷亮点试题评析
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　 　 【摘　 要】 　 ２０２３ 年新高考数学Ⅰ卷试题命制情境新颖，设问、表述清新、简约，是一份深受好评的数学试卷．经
过对 ２０２３ 年新高考数学Ⅰ卷中出现的一些亮点试题的认真研究，从中看出新高考数学Ⅰ卷促进学生提高学科素养

的命题导向引领高考备考．
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　 　 ２０２３ 年新高考数学 Ⅰ 卷落实基础性与综合性

的考查要求，聚焦数学核心素养，精选试题情境，出
现了一些表述简洁、背景鲜活、情境新颖的亮点试

题．下面就这些亮点试题进行评析，供参考．
１　 单选亮点题

例 １　 （第 ４ 题） 设函数 ｆ（ｘ） ＝ ２ｘ（ｘ－ａ） 在区间

（０，１） 上单调递减，则 ａ 的取值范围是（　 　 ） ．
Ａ．（ － ∞， － ２］　 　 　 Ｂ．［ － ２，０）
Ｃ．（０，２］　 　 　 Ｄ．［２， ＋ ∞）
分析 　 由指数型复合函数单调性，根据“同增

异减” 规律， 转化为二次函数的单调性列式计算

作答．
解 　 因为函数 ｙ ＝ ２ｘ 在 Ｒ 上单调递增，而函数

ｆ（ｘ） ＝ ２ｘ（ｘ－ａ） 在区间 （０，１） 上单调递减， 则函数

ｙ ＝ ｘ（ｘ － ａ） ＝ ｘ２ － ａｘ ＝ ｘ － ａ
２
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２

－ ａ２
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在区间

（０，１） 上单调递减，所以
ａ
２

≥ １，解得 ａ ≥ ２，所以 ａ

的取值范围是［２， ＋ ∞） ．
故选 Ｄ．
评析 　 试题落实高考命题“基础性” 和“全面

性” 考查要求，考查考生对基础知识和基本方法的

深刻理解和融会贯通的应用．将复合函数的单调性

转化为二次函数的单调性，考查化归转化思想的运

用．试题亮点在于巧妙地用单调性考查了二次函数

的知识．
例 ２　 （第 ７ 题） 记 Ｓｎ 为数列｛ａｎ｝ 的前 ｎ 项和，设

甲：｛ａｎ｝ 为等差数列；乙：
Ｓｎ

ｎ{ } 为等差数列，则（　 　 ）．

Ａ．甲是乙的充分条件但不是必要条件

Ｂ．甲是乙的必要条件但不是充分条件

Ｃ．甲是乙的充要条件

Ｄ．甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件

分析 　 根据充分条件、必要条件的定义及等差

数列的定义，并结合等差数列前 ｎ 项和公式以及数

列前 ｎ 项和与第 ｎ 项的关系作出推理判断．
解 　 首先判断充分性．
因为甲：｛ａｎ｝ 为等差数列，设其公差为 ｄ，所以

Ｓｎ ＝ ｎａ１ ＋ ｎ（ｎ － １）
２
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Ｓｎ

ｎ
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列定义知
Ｓｎ

ｎ{ } 为等差数列，则甲是乙的充分条件，

充分性成立．
再来判断必要性．

因为乙：
Ｓｎ

ｎ{ } 为等差数列，由等差数列定义知

Ｓｎ＋１

ｎ ＋ １
－
Ｓｎ

ｎ
为常数，设为ｄ′（常数），所以

Ｓｎ

ｎ
＝

Ｓ１

１
＋ （ｎ －

１） ｄ′ ＝ Ｓ１ ＋ （ｎ － １） ｄ′，所以 Ｓｎ ＝ ｎＳ１ ＋ ｎ（ｎ － １） ｄ′．
于是，当 ｎ ≥ ２ 时，ａｎ ＝ Ｓｎ － Ｓｎ－１ ＝ ｎＳ１ ＋ ｎ（ｎ －

１） ｄ′ － （ｎ － １）Ｓ１ － （ｎ － １）（ｎ － ２） ｄ′ ＝ Ｓ１ ＋ ２（ｎ
－ １） ｄ′，所以 ａｎ － ａｎ－１ ＝ Ｓ１ ＋ ２（ｎ － １） ｄ′ － Ｓ１ － ２（ｎ
－ ２） ｄ′ ＝ ２ ｄ′为常数，所以｛ａｎ｝ 为等差数列，则甲是

乙的必要条件，必要性成立．
故选 Ｃ．
评析 　 试题以等差数列有关知识的应用为情

境，考查充要条件的推理论证，要求考生判断充分性

和必要性，然后分别进行证明，解决问题的关键是利

用等差数列的概念和特点进行推理论证，彰显了对

数学运算、逻辑推理等核心素养的考查．试题亮点在

于以等差数列情境考查充要条件的推理论证．
２　 多选亮点题

例 ３　 （第 ９ 题） 有一组样本数据 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６，
其中 ｘ１ 是最小值，ｘ６ 是最大值，则（　 　 ） ．

Ａ．ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的平均数等于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的平

５５
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均数

Ｂ．ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的中位数等于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的中

位数

Ｃ．ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的标准差不小于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的

标准差

Ｄ．ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的极差不大于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的极差

分析 　 依据题意，应用平均数、中位数、标准差

及极差等数字特征的概念逐项分析作出判断．
解 　 对于 Ａ，如设 ２，２，２，２ 的平均数为 ２；１，２，

２，２，２，９ 的平均数为 ３，故 Ａ 错误．
对于 Ｂ，不妨设 ｘ１ ≤ ｘ２ ≤ ｘ３ ≤ ｘ４ ≤ ｘ５ ≤ ｘ６，可

知 ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的中位数等于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的中位数

均为
ｘ３ ＋ ｘ４

２
，故 Ｂ 正确．

对于 Ｃ，因为 ｘ１ 是最小值，ｘ６ 是最大值，则 ｘ２，
ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的波动性不大于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的波动性，即
ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的标准差不大于 ｘ１，ｘ２，…，ｘ６ 的标准差，
故 Ｃ 错误．

对于 Ｄ，不妨设 ｘ１ ≤ ｘ２ ≤ ｘ３ ≤ ｘ４ ≤ ｘ５ ≤ ｘ６，则
ｘ６ － ｘ１ ≥ ｘ５ － ｘ２，当且仅当 ｘ１ ＝ ｘ２，ｘ５ ＝ ｘ６ 时，等号成

立，故 Ｄ 正确．
综上，选 ＢＤ．
评析 　 试题考查统计抽样中样本的基本数字

特征，考查考生对样本平均数、样本标准差、样本中

位数、样本极差概念的理解和掌握，不仅注重试题的

基础性，而且对基础知识和基本能力的考查有机结

合．试题亮点是：以清新的设问情境，很好地考查了

统计中的平均数、中位数、方差、极差等数字特征的

理解和知识应用．
例 ４　 （第 １０ 题） 噪声污染问题越来越受到重

视．用声压级来度量声音的强弱，定义声压级 Ｌｐ ＝ ２０

× ｌｇ ｐ
ｐ０

，其中常数 ｐ０（ｐ０ ＞ ０） 是听觉下限阈值，ｐ 是

实际声压．下表为不同声源的声压级：

声源 与声源的距离 ／ ｍ 声压级 ／ ｄＢ

燃油汽车 １０ ６０ ～ ９０
混合动力汽车 １０ ５０ ～ ６０

电动汽车 １０ ４０

　 　 已知在距离燃油汽车、混合动力汽车、电动汽

车 １０ ｍ处测得实际声压分别为 ｐ１，ｐ２，ｐ３，则（　 　 ） ．
Ａ．ｐ１ ≥ ｐ２ 　 　 　 Ｂ．ｐ２ ＞ １０ｐ３

Ｃ．ｐ３ ＝ １００ｐ０ Ｄ．ｐ１ ≤ １００ｐ２

分析 　 根据题意可知 Ｌｐ１ ∈ ［６０，９０］，Ｌｐ２ ∈

［５０，６０］，Ｌｐ３
＝ ４０，结合对数运算逐项分析判断．

解 　 根据题意可知：Ｌｐ１ ∈［６０，９０］，Ｌｐ２ ∈［５０，
６０］，Ｌｐ３

＝ ４０．

对于 Ａ，Ｌｐ１
－ Ｌｐ２

＝ ２０ × ｌｇ
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ｐ０

－ ２０ × ｌｇ
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×
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≥ １ 且 ｐ１，ｐ２ ＞ ０，所以 ｐ１ ≥ ｐ２ ．Ａ 正确．

对于 Ｂ，Ｌｐ２
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＝ ２０ × ｌｇ
ｐ２
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－ ２０ × ｌｇ
ｐ３

ｐ０

＝

２０ × ｌｇ
ｐ２

ｐ０

×
ｐ０

ｐ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２０ × ｌｇ

ｐ２

ｐ３
．

由于 Ｌｐ２
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＝ Ｌｐ２
－ ４０≥１０，因此 ２０ × ｌｇ

ｐ２

ｐ３
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１０，ｌｇ
ｐ２

ｐ３
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２
，即

ｐ２

ｐ３
≥ １０ 且 ｐ２，ｐ３ ＞ ０，所以得

ｐ２ ≥ １０ ｐ３，当且仅当 Ｌｐ２
＝ ５０时，取到等号．Ｂ错误．

对于 Ｃ，由于 Ｌｐ３
＝ ２０ × ｌｇ

ｐ３

ｐ０

＝ ４０，ｌｇ
ｐ３

ｐ０

＝ ２，所

以
ｐ３

ｐ０

＝ １００，所以 ｐ３ ＝ １００ｐ０ ． Ｃ 正确．

对于 Ｄ，根据 Ａ可知 Ｌｐ１
－ Ｌｐ２

＝ ２０ × ｌｇ
ｐ１

ｐ２
，且 Ｌｐ１

－ Ｌｐ２ ≤ ９０ － ５０ ＝ ４０，因此得 ２０ × ｌｇ
ｐ１

ｐ２
≤ ４０，所以

ｌｇ
ｐ１

ｐ２
≤２，即

ｐ１

ｐ２
≤１００，且 ｐ１，ｐ２ ＞ ０，所以 ｐ１ ≤１００ｐ２ ．

Ｄ 正确．
综上，选 ＡＣＤ．
评析 　 试题利用对数知识研究噪声声压水平，

经过对声压级的研究，考查了对数及运算性质的应

用，很好地考查考生对问题的理解和应用能力．表面

上看试题题干精炼，但计算量较大，审题和计算都需

要认真、仔细，稍有不慎，就会导致误解题意而耗费

时间．试题亮点：源于人教 Ａ 版《普通高中教科书．数
学必修第一册》（２０１９ 版） 第 １４１ 页习题 ４．４ 第 １０ 题

的“声强” 问题，体现高考命题源于教材的原则．
例 ５　 （第 １２ 题） 下列物体，能够被整体放入棱

长为 １（单位：ｍ） 的正方体容器（容器壁厚度忽略不

计） 内的有（　 　 ） ．
Ａ．直径为 ０．９９ ｍ 的球体

６５
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Ｂ．所有棱长均为 １．４ ｍ 的四面体

Ｃ．底面直径为 ０．０１ ｍ，高为 １．８ ｍ 的圆柱体

Ｄ．底面直径为 １．２ ｍ，高为 ０．０１ ｍ 的圆柱体

分析 　 根据题意结合正方体的性质逐项分析

判断．对于 Ｃ、Ｄ，以正方体的体对角线为圆柱体的

轴，结合正方体以及圆柱体的性质分析判断．

图 １

解 　 对于 Ａ，棱长为

１（单位：ｍ） 的正方体内切

球的直径为 １ｍ． Ａ 正确．
对于 Ｂ，如图 １，棱长

为 １（单位：ｍ） 的正方体内

部最大的正四面体棱长为

ＢＡ１ ＝ ２ ＞ １．４．Ｂ 正确．
对于 Ｃ， 由于圆柱体

的底面直径为 ０．０１ ｍ，可忽略不计．可将圆柱体看作

高为 １．８ ｍ 的线段，而棱长为 １（单位：ｍ） 的正方体

的体对角线为 ３ ＜ １．８． Ｃ 错误．
对于 Ｄ，如图 ２，由于圆柱体的高为 ０．０１ ｍ，可忽

略不计．可将圆柱体看作直径为 １．２ ｍ 的平面图形．
Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ，Ｉ，Ｊ 为各棱中点，ＥＦＧＨＩＪ 为正六边形，其

棱长为
２
２

ｍ， 其内切圆直径为 ＦＨ（如图 ３） ． 所以

∠ＧＦＨ ＝ ∠ＧＨＦ ＝ ３０°，ＦＨ ＝ ３ＦＧ ＝ ３ＧＨ ＝ ６
２

ｍ．

图 ２　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ３

由于
６
２
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２

＝ ６
４

＞ （１．２） ２ ＝ １．４４． Ｄ 正确．

综上，选 ＡＢＤ．
评析 　 试题以正方体模型为载体，考查空间几

何体的切、接问题，及由空间向平面的转化，考查推

理论证能力，彰显直观想象、数学建模等数学核心素

养，对综合应用能力和思维能力要求较高． 试题亮

点：试题在正方体内放入其它几何体，打破了常规的

思维定势，而且试题用数量关系来刻画空间中的位

置关系，是一种新颖的创新表达形式．
３　 解答亮点题

例６　 （第１９题） 已知函数 ｆ（ｘ）＝ ａ（ｅｘ ＋ ａ） － ｘ．
（１） 讨论 ｆ（ｘ） 的单调性；

（２） 证明：当 ａ ＞ ０ 时，ｆ（ｘ） ＞ ２ｌｎａ ＋ ３
２
．

分析 　 （１） 先求导，再分类讨论 ａ≤０ 与 ａ ＞ ０
两种情况，结合导数与函数单调性的关系即可得解；

（２） 构造函数 ｈ（ｘ） ＝ ｅｘ － ｘ － １，证得 ｅｘ ≥ ｘ ＋
１，从而得到 ｆ（ｘ） ≥ ｘ ＋ ｌｎａ ＋ １ ＋ ａ２ － ｘ，进而将问题

转化为 ａ２ － １
２

－ ｌｎａ ＞ ０ 的恒成立问题，由此得证．

解 　 （１） 函数 ｆ（ｘ） ＝ ａ（ｅｘ ＋ ａ） － ｘ的定义域为

Ｒ，ｆ ′（ｘ） ＝ ａｅｘ － １．
当 ａ≤０ 时，由 ｅｘ ＞ ０，可知 ａｅｘ ≤０，所以ｆ ′（ｘ）

＝ ａｅｘ － １ ＜ ０ 恒成立，ｆ（ｘ） 在 Ｒ 上单调递减；
当 ａ ＞ ０时，令ｆ ′（ｘ）＝ ａｅｘ － １ ＝ ０，解得 ｘ ＝ － ｌｎａ．
若 ｘ ＜ － ｌｎａ，则ｆ ′（ｘ） ＜ ０，所以 ｆ（ｘ） 在（ － ∞，

－ ｌｎａ） 上单调递减；
若 ｘ ＞ － ｌｎａ，则ｆ ′（ｘ） ＞ ０，所以 ｆ（ｘ） 在（ － ｌｎａ，

＋ ∞） 上单调递增．
综上可知，当 ａ≤０时，ｆ（ｘ） 在Ｒ上单调递减；当

ａ ＞ ０时，ｆ（ｘ） 在（ － ∞， － ｌｎａ） 上单调递减，ｆ（ｘ） 在

（ － ｌｎａ， ＋ ∞） 上单调递增．
（２） 令 ｇ（ｘ） ＝ ｅｘ － ｘ － １，则 ｇ′（ｘ） ＝ ｅｘ － １，
由 ｙ ＝ ｅｘ 在Ｒ上单调递增，可知 ｇ′（ｘ） ＝ ｅｘ － １在

Ｒ 上单调递增，
又 ｇ′（０） ＝ ｅ０ － １ ＝ ０，所以当 ｘ ＜ ０时，ｇ′（ｘ） ＜

０；当 ｘ ＞ ０ 时，ｇ′（ｘ） ＞ ０；
所以 ｇ（ｘ） 在 （ － ∞，０） 上 单 调 递 减， 在

（０， ＋ ∞） 上单调递增，故 ｇ（ｘ） ≥ ｇ（０） ＝ ０，则 ｅｘ ≥
ｘ ＋ １，当且仅当 ｘ ＝ ０ 时，取到等号．

因为 ｆ（ｘ） ＝ ａ（ｅｘ ＋ ａ） － ｘ ＝ ａｅｘ ＋ ａ２ － ｘ ＝ ｅｘ＋ ｌｎａ

＋ ａ２ － ｘ ≥ ｘ ＋ ｌｎａ ＋ １ ＋ ａ２ － ｘ，
当且仅当 ｘ ＋ ｌｎａ ＝ ０，ｘ ＝ － ｌｎａ 时，取到等号．

于是，要证 ｆ（ｘ） ＞ ２ｌｎａ ＋ ３
２
，只要证 ｘ ＋ ｌｎａ ＋ １

＋ ａ２ － ｘ ＞ ２ｌｎａ ＋ ３
２
，即证 ａ２ － １

２
－ ｌｎａ ＞ ０．

令 φ（ａ） ＝ ａ２ － １
２

－ ｌｎａ（ａ ＞ ０），则 φ′（ａ） ＝

２ａ － １
ａ

＝ ２ａ２ － １
ａ

．

令 φ′（ａ） ＜ ０，则 ０ ＜ ａ ＜ ２
２

；令 φ′（ａ） ＞ ０，则

ａ ＞ ２
２
． 因此 φ（ａ） 在 ０， ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减， 在

２
２
， ＋ ∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增， 所以 φ（ａ）ｍｉｎ ＝ φ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

７５

中学数学杂志　 ２０２３ 年第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　



２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １
２

－ ｌｎ ２
２

＝ ｌｎ ２ ＞ ０，从而有 φ（ａ） ＞ ０恒

成立．

故当 ａ ＞ ０ 时，ｆ（ｘ） ＞ ２ｌｎａ ＋ ３
２

恒成立．证毕．

评析 　 试题以基本函数 ｅｘ 为背景命题，第（１）
小题考查应用导数讨论函数的单调性；第（２） 小题

将不等式证明问题，通过构造函数，转化为不等式恒

成立问题来解答．试题最大亮点在于打破了人们将

导数应用的大题作为整个试卷“压轴题” 的惯性认

知，而是以“中档题” 放置在第 １９ 题的位置，这既是

整份试卷的最大变化，也是命题者“反刷题”“反押

题” 的独具匠心，对今后高考复习备考有着积极的

导向作用．
例 ７　 （第 ２１ 题） 甲乙两人投篮，每次由其中一

人投篮，规则如下：若命中则此人继续投篮，若未命

中则换为对方投篮．无论之前投篮情况如何，甲每次

投篮的命中率均为 ０．６，乙每次投篮的命中率均为

０．８．由抽签确定第 １ 次投篮的人选，第 １ 次投篮的人

是甲、乙的概率各为 ０．５．
（１） 求第 ２ 次投篮的人是乙的概率；
（２） 求第 ｉ 次投篮的人是甲的概率；
（３） 已知： 若随机变量 ｘｉ 服从两点分布， 且

Ｐ（ｘｉ ＝ １） ＝ １ － Ｐ（ｘｉ ＝ ０） ＝ ｑｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ， 则

Ｅ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ） ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉ ．记前 ｎ 次（即从第 １ 次到第 ｎ 次投

篮） 中甲投篮的次数为 Ｙ，求 Ｅ（Ｙ） ．
分析 　 （１） 根据全概率公式即可求出；
（２） 设Ｐ（ａｉ）＝ ｐｉ，由题意可得 ｐｉ ＋１ ＝ ０．４ｐｉ ＋ ０．２，

根据数列知识，构造等比数列即可解出；
（３） 先求出两点分布的期望，再根据题中的结

论以及等比数列的求和公式即可求出．
解 　 （１） 记“第 ｉ 次投篮的人是甲” 为事件 Ａｉ，

“第 ｉ 次投篮的人是乙” 为事件 Ｂ ｉ， 则 Ｐ（Ｂ２） ＝
Ｐ（Ａ１Ｂ２） ＋ Ｐ（Ｂ１Ｂ２） ＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ２ ｜ Ａ１） ＋
Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ｂ２ ｜ Ｂ１） ＝ ０．５ × （１ － ０．６） ＋ ０．５ × ０．８ ＝ ０．６．

所以第 ２ 次投篮的人是乙的概率为 ０．６．
（２） 设 Ｐ（Ａｉ） ＝ ｐｉ，则根据题意可知 Ｐ（Ｂ ｉ） ＝ １ －

ｐｉ， 所 以 Ｐ（Ａｉ ＋１） ＝ Ｐ（ＡｉＡｉ ＋１） ＋ Ｐ（Ｂ ｉＡｉ ＋１） ＝
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ａｉ ＋１ ｜ Ａｉ） ＋ Ｐ（Ｂ ｉ）Ｐ（Ａｉ ＋１ ｜ Ｂ ｉ），即 ｐｉ ＋１ ＝ ０．
６ｐｉ ＋ （１ － ０．８） × （１ － ｐｉ） ＝ ０．４ｐｉ ＋ ０．２，从而得

ｐｉ ＝ ０．４ｐｉ －１ ＋ ０．２． ①
令 ｐｉ ＋ ｔ ＝ ０．４（ｐｉ －１ ＋ ｔ），所以

ｐｉ ＝ ０．４ｐｉ －１ － ０．６ｔ． ②

故由①②，可得 － ０．６ｔ ＝ ０．２，解得 ｔ ＝ － １
３
，所以

ｐｉ －
１
３

＝ ２
５

ｐｉ －１ － １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由 ｐ１ ＝ ０．５ ＝ １
２
，得 ｐ１ － １

３
＝ １

２
－ １

３
＝ １

６
．

所以 ｐｎ － １
３{ } 是首项为

１
６
、公比为

２
５

的等比数

列，所以 ｐｎ －
１
３

＝ １
６

２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

，即 ｐｎ ＝
１
６

２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

＋ １
３
．

故第 ｉ 次投篮的人是甲的概率为 ｐｉ ＝ １
６

·

２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ －１

＋ １
３
．

（３） 因为 ｐｉ ＝
１
６
· ２

５
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ －１

＋ １
３
，ｉ ＝ １，２，…，ｎ．

所以当 ｎ ∈ Ｎ∗ 时，Ｅ（Ｙ） ＝ ｐ１ ＋ ｐ２ ＋ … ＋ ｐｎ ＝

１
６

×
１ － ２

５
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

１ － ２
５

＋ ｎ
３

＝ ５
１８

１ － ２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｎ

３
，

故 Ｅ（Ｙ） ＝ ５
１８

· １ － ２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｎ

３
．

评析 　 试题是概率与递推数列融合、渗透的问

题， 第 （１） 小题考查了全概率公式的应用， 第

（２）（３） 小题关键是由题意求得递推公式，然后根据

等比数列的基本知识求解．对于这类问题，若直接求

概率困难较大，而由问题特点建立关于概率的递推

数列模型，利用递推的方法，再结合数列知识转化为

求解数列通项公式及数列求和，可使问题得以顺利

解决．试题亮点是：在概率中“隐藏” 了等比数列的通

项公式、求和公式等知识点，将概率与递推数列结合

在一起考查．其实，这种命题方式在 ２０１９ 年全国 Ⅰ
卷理科的第 ２１ 题就曾出现过，而且新教材《普通高

中教科书·Ａ 版数学选择性必修第三册》（２０１９ 年

版） 第 ９１ 页复习参考题 ７ 中的第 １０ 题（三人传球训

练） 是这类问题的教材原型．试题将递推数列与随机

变量的概率分布及数学期望有机融合，则是一种全

新的考法．
例 ８　 （第 ２２ 题） 在直角坐标系 ｘＯｙ 中，点 Ｐ 到

ｘ轴的距离等于点Ｐ到点 ０， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的距离，记动点Ｐ的

轨迹为 Ｗ．
（１） 求 Ｗ 的轨迹方程；
（２） 已知矩形 ＡＢＣＤ 有三个顶点在 Ｗ 上，证明：

矩形 ＡＢＣＤ 的周长大于 ３ ３ ．
分析 　 （１） 设 Ｐ（ｘ，ｙ），根据题意列出方程 ｘ２ ＋

８５
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ｙ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ｙ２，化简即可；

（２） 设直线 ＡＢ的方程为 ｙ ＝ ｋ（ｘ － ａ） ＋ ａ２ ＋ １
４
，

将其与抛物线方程联立，再利用弦长公式和放缩法

得 ＡＢ ＋ ＡＤ ≥ （１ ＋ ｋ２） ３

ｋ２ ，利用换元法和求导

即可求出周长最值，再排除边界值即可．
解 　 （１） 设 点 Ｐ（ｘ，ｙ）， 则 由 题 意 得 ｙ ＝

ｘ２ ＋ ｙ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，化简、整理得 ｙ ＝ ｘ２ ＋ １
４
．

所以 Ｗ 的轨迹方程为 ｙ ＝ ｘ２ ＋ １
４
．

（２） 不妨设 Ａ，Ｂ，Ｄ 三点在 Ｗ 上，且 ＢＡ ⊥ ＤＡ．

设 Ａ ａ，ａ２ ＋ １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，直线 ＢＡ，ＤＡ的斜率分别为 ｋ，

－ １
ｋ
，根据对称性不妨设 ｜ ｋ ｜ ≤ １．

由

ｙ ＝ ｘ２ ＋ １
４
，

ｙ ＝ ｋ（ｘ － ａ） ＋ ａ２ ＋ １
４
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

消去 ｙ 整理得

ｘ２ － ｋｘ ＋ ｋａ － ａ２ ＝ ０．
由一元二次方程的根与系数的关系，得 ｘＡ ＋ ｘＢ

＝ ｋ，所以 Ｂ（ｋ － ａ，（ｋ － ａ） ２ ＋ １
４
），所以

ＡＢ ＝ （ｋ － ２ａ） ２ ＋ （ｋ － ａ） ２ ＋ １
４

－ ａ２ － １
４

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝ １ ＋ ｋ２ ｜ ｋ － ２ａ ｜ ．

同 理 得 ＡＤ ＝ １ ＋ １
ｋ２ · － １

ｋ
－ ２ａ ＝

１ ＋ １
ｋ２ ·

１
ｋ

＋ ２ａ ．

所 以 ＡＢ ＋ ＡＤ ＝ １ ＋ ｋ２ ｋ － ２ａ ＋

１ ＋ １
ｋ２ ·

１
ｋ

＋ ２ａ ≥

１ ＋ ｋ２ ｋ － ２ａ ＋ １
ｋ

＋ ２ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

１ ＋ ｋ２ （ｋ － ２ａ） ＋ １
ｋ

＋ ２ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１ ＋ ｋ２ ｋ ＋ １
ｋ

＝ （１ ＋ ｋ２） ３

ｋ２ ．

令 φ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ） ３

ｔ
＝ ｔ２ ＋ ３ｔ ＋ １

ｔ
＋ ３，其中 ｋ２ ＝

ｔ，ｔ ∈ （０，１）， 则 φ′（ ｔ） ＝ ２ｔ ＋ ３ － １
ｔ２

＝

（２ｔ － １）（ ｔ ＋ １） ２

ｔ２
．

当 ０ ＜ ｔ ＜ １
２

时，φ′（ ｔ） ＜ ０；当 １
２

＜ ｔ ＜ １ 时，

φ′（ ｔ） ＞ ０， 所以 φ（ ｔ） 在 ０， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减， 在

１
２
，１æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增，从而当 ｔ ＝ １

２
时，φ（ ｔ） 在（０，１）

上取得最小值为 φ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２７

４
，所以 ＡＢ ＋ ＡＤ ≥

φ（ ｔ） ≥ φ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２７

４
＝ ３ ３

２
．

由于 两 处 取 得 等 号 的 条 件 不 一 致， 于 是

２（ ＡＢ ＋ ＡＤ ） ＞ ３ ３ ．

故矩形 ＡＢＣＤ 的周长大于 ３ ３ ．得证．
评析 　 试题考查了轨迹方程的求法，直线与曲

线的位置关系，用导数研究函数单调性、最值等知识

的应用，落实了高考“综合性” 的考查要求．虽然试题

是常见的命题形式，但其亮点比较突出：一是以往的

圆锥曲线方程都是标准方程，而试题中的方程却是

顶点不在原点的抛物线方程，它以二次函数的形式

呈现；二是解析几何问题中渗透导数知识的运用，提
升了试题的“综合” 层次；三是在求解最值的过程中

用到了“三角不等式［１］” 这样一个“不怎么考” 的知

识点，这也启示我们只有把基础知识全面、扎实地掌

握了，才能在考试中从容应对．
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