
处的切线,即直线 y = - 2 ;当 N 为上顶点时,直线

MN 方 程 为 y = - 4x + 2, 与 椭 圆 联 立 可 得

M 12
13, -

22
13( ),H 0, - 2213( ),此时直线 HN 方程为 x

= 0 ;所以若直线 HN 过定点,则定点只能为 A(0,
- 2) .由于直线 MN 的斜率可以不存在,但不会为

0,为此设直线 MN的方程为 x = m(y + 2) + 1.
例 6 （2013 年全国大纲卷,理第 21 题） 已知

f（x） = ln（1 + x） - x（1 + λx）1 + x .

（1） 若 x≥0 时,f（x） ≤0,求 λ的最小值;

（2） 设数列{an} 的通项 an = 1 +
1
2 +

1
3 + …

1
n ,证明:a2n - an +

1
4n > ln2.

分析与解:（1）略;（2）a2n - an +
1
4n > ln2,即证

1
n + 1 +

1
n + 2 + … +

1
2n +

1
4n > ln2.左边是数列求

和,为了使得问题直观,我们构造函数 f（x） = 1x ,如

图1.图中小矩形的面积之和为 S1 =
1
n + 1 +

1
n + 2 +

图 1

… + 12n;图中小三角

形的面积之和为 S2

= 1
2
1
n -

1
2n( ) =

1
4n;图中曲线 f（x）

= 1x ,x = n,x = 2n所围成的曲边梯形的面积为 S3

= ∫
n

2n 1
x dx = lnx

2n

n
= ln2.

由图形可知 S1 + S2 > S3,所以
1
n + 1 +

1
n + 2 +

1
n + 3 +… +

1
2n +

1
4n > ln2.据此,我们发现这道题的

命题思路是,利用函数 f（x） = 1x 是下凸的,则函数

y = 1x 所定义的曲线上任意两点间的弧段总在这两

点连线的下方.对正整数 k,过曲线上两点 A（k, 1k ）,

B（k + 1, 1k + 1）作 x轴的垂线,分别交 x轴于D,C两

点,则梯形 ABCD的面积大于弧段 AB与直线 AD,BC

及 x 轴所围成的面积, 所以
1
2 （

1
k + 1 +

1
k ） >

∫
k

k+1 1
x dx,即 ln（1 +

1
k ） <

2k + 1
2k（k + 1）,令 x =

1
k ,则

ln（1 + x） <
x（1 + 12 x）

1 + x ,x∈ （0, + ∞ ）,这正是第

（1） 问得到的结果.
从上面几道高考题可以看出,善用“三化” 解题

可化难为易,化繁为简,避免“小题大做”,甚至实现

“大题小做”. 特别地,对于没有思路或等价转化后

不易求解的问题,我们可考虑利用“三化” 寻求解题

思路或者优化解答的过程,往往能使解题峰回路

转,或达到事半功倍的效果.

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

再谈圆锥曲线焦点弦长的统一公式

厦门大学附属实验中学 (363123)  林秋林

  一、问题的提出

例 1 已知 F为抛物线 C:y2 = 4x的焦点,过 F
作两条互相垂直的直线 l1,l2,直线 l1 与 C交于 A,B
两点,直线 l2 与 C交于 D,E两点,求 | AB | +| DE |
的最小值.

该例题是普通高中教科书《数学选择性必修第

一册》（湖南教育出版社,2019 年第 1 版）课本 P149
习题 3. 3 的第 12 题,原题则出自 2017 年高考全国

数学理科 Ⅰ卷.原题作为选择题,有不少资料上都利

用了抛物线焦点弦的弦长公式来给出简解,过程

如下:

解析:不妨设 l1 的倾斜角为 α（0 < α < π2 ）,则

l2 的倾斜角为 α + π2 , | AB | =
4
sin2α

, | DE | =

4

sin2（α + π2 ）
= 4
cos2α

,故 | AB | +| DE | = 4（ 1
sin2α
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+ 1
cos2α

） = 16
sin22α

≥16, | AB | +| DE | 的最小值为

16,当且仅当 α = π4 时等号成立.

这里抛物线的焦点弦长公式指的是:若抛物线

的焦点到准线的距离为 p,过焦点的弦 AB与对称轴

的夹角为 α,则弦长 | AB | = 2p
sin2α

.进一步地,该结

论可以推广到任意圆锥曲线,即:若圆锥曲线的一

个焦点到相应准线的距离为 p,且过该焦点的弦 AB
与焦点所在的对称轴的夹角为 α, 则弦长 | AB | =

2ep
| 1 - e2cos2α |

,其中 e 为该圆锥曲线的离心率. 这

就是圆锥曲线焦点弦长的统一公式,是一个在各级

资料上比较常见的二级结论.
上述解析利用公式逻辑清晰,目标明确,过程

简洁有效. 在学生掌握了这个二级结论的前提下,
作为选择题的解法无可厚非.只是例 1 作为解答题,
这个直接利用二级结论的解答过程就明显不够严

谨了.笔者曾在高三某个班级利用该题做了一个小

测验,结果发现该班不少优秀的同学光知道利用二

级结论进行所谓“秒杀”,规范的解答过程反而不知

道怎么书写了,不是缺步就是跳步,这不禁让笔者

忧心不已.高三复习该不该任由学生去记忆类似的

二级结论呢? 二级结论是否会影响学生对数学的

学习? 笔者不禁陷入了思索与困惑.
二、问题的思考

《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修

订）》针对平面解析几何内容,对学生提出了具体的

学业要求.即能够掌握平面解析几何解决问题的基

本过程;根据具体问题情境的特点,建立平面直角

坐标系;根据几何问题和图形的特点,用代数语言

把几何问题转化为代数问题;根据对几何问题（图
形）的分析,探索解决问题的思路;运用代数方法得

到结论;给出代数结论合理的几何解释,解决几何

问题.同时对高考命题原则,《课标》明确指出:考查

内容应围绕数学内容主线,聚焦学生对重要数学概

念、定理、方法、思想的理解和应用,强调基础性、综
合性;注重数学本质、通性通法,淡化解题技巧;融
入数学文化.由此可见,强调利用二级结论来解题,
会让学生陷入强化解题技巧的误区,也会使学生忽

视数学的本质,甚至会因此而对数学兴趣索然. 那
二级结论是不是都没有积极作用? 教师是不是要

制止学生去钻研、理解二级结论呢? 为此,笔者专

门和一些成绩优秀的同学做了交流,其中有几个学

生反映以前在考试时经常会因方法的选择不当、本
身计算能力的不足等原因,导致成绩一直不够理

想,而在掌握并能熟练使用一些二级结论后,对数

学解题（特别是选择题或填空题）有了较大的信心,
不仅提高了解题速度,而且解题的准确率也有一定

的提升,成绩自然也更加突出.
有一个学生还以例 1 为例,告诉笔者:如果知道

抛物线的焦点弦长公式,虽然不能直接利用,但是

知道了弦长可以和直线与对称轴的夹角建立联系,
这可以为解题指引了方向,并且还能检验自己得到

的结论是否准确.该生同时向笔者展示了如下解法:

解析:不妨设 l1 的倾斜角为 α（0 < α < π2 ）,由

F（1,0）,则 l1 的方程可为 y = tanα·（x - 1） .联立

y = tanα·（x - 1）,
y2 = 4x,{ 消去 x 得 tanα· y2 - 4y -

4tanα = 0 . 设 A（x1,y1）,B（x2,y2）, 则 y1 + y2 =
4
tanα .于是 | AB | = x1 + x2 + 2 =

y1 + y2
tanα + 4 =

4
sin2α

. 由 l1⊥ l2,知 l2 的倾斜角为 α + π2 ,同理可得

| DE | = 4

sin2（α + π2 ）
= 4
cos2α

,故 | AB | +| DE | =

4（ 1
sin2α

+ 1
cos2α

） = 16
sin22α

≥16, | AB | +| DE | 的

最小值为 16,当且仅当 α = π4 时等号成立.

三、问题的进一步探讨

看到上述解法,笔者很是欣喜. 与学生的这些

交流心得,也犹如给笔者吃了颗定心丸. 因此笔者

试着在另一个班级利用例 1 与学生们一起探讨了圆

锥曲线焦点弦长的统一公式及使用方法,而后笔者

利用例 2 又做了一次测验.

例 2 已知椭圆 C:x
2

a2
+ y

2

b2
= 1（a > b > 0）,圆

O:x2 + y2 + x - 3y - 2 = 0,若圆 O过椭圆 C的左顶

点及右焦点. （1）求椭圆 C的方程;（2）过点 P（1,0）
作两条相互垂直的直线 l1,l2,分别与椭圆相交于点

A,B,D,E,试求 | AB | +| DE | 的取值范围. （2022
青海模拟）

这次的测验结果相当喜人,笔者发现有更多的

同学给出了以下解析.

解析:（1）易知椭圆 C的方程为
x2
4 +

y2
3 = 1 .

（2）不妨设 l1 的倾斜角为 α（0≤ α < π2 ）,则 l2

的倾斜角为 α + π2 . 则可设 l1 的参数方程为

x = 1 + tcosα,
y = tsinα,{ （t为参数）, 将其代入椭圆 C 的方

程整理得 （3 + sin2α）t2 + 6tcosα - 9 = 0 .设点 A,B
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对应的参数分别为 t1,t2,则 t1 + t2 =
- 6cosα
3 + sin2α

,t1 t2 =

- 9
3 + sin2α

.则 | AB | = | t1 - t2 | = （t1 + t2）2 - 4t1 t2

= 12
3 + sin2α

, 同理可得 | DE | = 12

3 + sin2（α + π2 ）

= 12
3 + cos2α

,从而 | AB | + | DE | = 12（ 1
3 + sin2α

+

1
3 + cos2α

） = 84

12 + 14 sin
22α
,由于 2α∈ [0,π）,即

sin2α ∈ [0,1], 从 而 | AB | + | DE | =
84

12 + 14 sin
22α
∈ [487 ,7],即为所求范围.

该解法相比较常规解法,省略了讨论的步骤,
同时最后的弦长和转化为关于 α 的函数,也能较简

便地得到取值范围. 笔者现场提问了其中一位给出

上述解法的同学,他的解释是:本题中虽然不能直

接利用圆锥曲线焦点弦长的统一公式,但是既然知

道焦点弦长可以看作关于直线倾斜角的函数,就想

到了设直线的参数方程,从而得到上述解法.

例 3 已知椭圆 C1:
x2

a2
+ y

2

b2
= 1（a > b > 0） 的

左顶点 A1到右焦点为 F的距离 | A1F | = 3,且 C1的

离心率为
1
2 . （1）求椭圆 C 的方程;（2）已知抛物线

C2:y2 = 4x,过 F作两条相互垂直的直线 l1,l2,若 l1
交 C1 于 A,B 两点, l2 交 C2 于 D,E 两点,求四边形

ADBE面积的最小值. （改编题）

解析:（1）易得椭圆 C的方程为
x2
4 +

y2
3 = 1 .

（2）不妨设 l1 的倾斜角为 α（0≤ α < π2 ）,则 l2

的倾斜角为 α + π2 . 则可设 l1 的参数方程为

x = 1 + tcos,
y = tsinα{ （t为参数）, 将其代入椭圆 C1 的方

程,整理可得 （3 + sin2α）t2 + 6tcosα - 9 = 0 .设点

A,B对应的参数分别为 t1,t2,则 t1 + t2 =
- 6cosα
3 + sin2α

,

t1 t2 =
- 9

3 + sin2α
. 则 | AB | = | t1 - t2 | =

（t1 + t2） 2 - 4t1 t2 =
12

3 + sin2α
. l2 的参数方程为

x = 1 - tsinα,
y = tcosα{ （t为参数）,将其代入抛物线 C2 的

方程,整理可得 cos2αt2 + 4tsinα - 4 = 0 .同上理可

得 | DE | = 4
cos2α

, 从而四边形 ADBE 的面积 S =

1
2 | AB | ·| DE | = 24

（3 + sin2α）cos2α
=

24
- （sin2α + 1） 2 + 4

≥ 8,当且仅当 sinα = 0, 即 α

= 0 时,四边形 ADBE面积取最小值 8 .

例 4 已知椭圆 C:x
2

a2
+ y

2

b2
= 1（a > b > 0） 的

离心率为
1
2 ,左、右焦点分别为 F1 、 F2 .过 F2 且与

x轴垂直的直线截得椭圆 C的弦长为 3 . （1）求椭圆

C的方程;（2）过 F2 的直线 l1 交椭圆 C于 A,B两点,
现以 F1 为圆心,以椭圆 C 的长轴长为半径作圆,若
过 F2 且与 l1 垂直的直线 l2 与圆 F1 相交于 D,E 两

点,求四边形 ADBE面积的取值范围. （改编题）

解析:（1）易得椭圆 C的方程为
x2
4 +

y2
3 = 1 .

（2）不妨设 l1 的倾斜角为 α（0≤ α≤ π2 ）,则 l2

的倾斜角为 α + π2 （当 α =
π
2 时为 0 ） .则可设 l1 的

参数方程为
x = 1 + tcosα,
y = tsinα{ （t 为参数）,将其代入

椭圆 C的方程,整理可得 （3 + sin2α）t2 + 6tcosα - 9
= 0 .设点 A,B对应的参数分别为 t1,t2,则 t1 + t2 =
- 6cosα
3 + sin2α

,t1 t2 =
- 9

3 + sin2α
.则 | AB | = | t1 - t2 | =

（t1 + t2） 2 - 4t1 t2 =
12

3 + sin2α
. l2 的方程可写为

xcosα + ysinα - cosα = 0, 则 F1 到 l2 的距离 d =

2cosα,故 | DE | = 2 16 - 4cos2α, 从而四边形

ADBE 的面积 S = 12 | AB |·| DE | = 4 - cos2α·

24
3 + sin2α

= 24
3 + sin2α

∈ [12,8 3 ], 即为所求

范围.
四、结语

以上通过对圆锥曲线的焦点弦长的统一公式

的教学,举一反三,给沉闷的数学教学注入了一丝

活力,提升了学生的学习兴趣,调动了学生的积极

性,从而提高了课堂教学效率和教学质量,同时也

发展了学生的逻辑推理、数学运算等核心素养. 著
名数学教育家波利亚曾说过:“解题可以是人的最

富有特征性的活动,假如你想要从解题中得到最大

的收获,你就应该在所做的题目当中去找出它的特

征,那些特征在你以后求解其他问题时,能起到指

导的作用. ”笔者认为,二级结论其实就是所谓的
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“特征”,是对一些重要的数学概念、定理、性质等进

行的深入总结,它可以有意识的引导学生从结论中

发现解题思路,从证明中完善解题过程. 要达到这

样的正面效果就要求教师要指导学生知其然更要

知其所以然. 数学题目是永远做不完的,如果学生

能适当掌握一些二级结论,就能解决更多相应的问

题,这确实会大大提升学习效率. 当然这里教师也

要对二级结论进行筛选,指导学生去粗取精,避免

学生陷入泥潭.
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一 类 不 等 式 的 证 法 探 究

江西省共青城市第一中学 (332020)  祝志军

山 东 省 邹 平 双 语 学 校 (256200)  姜坤崇

  题目  设 a,b,c > 0, 求 证: a4

bc（b2 + c2）
+

b4

ca（c2 + a2）
+ c4

ab（a2 + b2）
≥ 32 ①.

该不等式是由笔者提供的《数学通报》数学问

题 2695,本文主要给出不等式①的两个类似不等

式,并给出证明.

命题 1  设 a,b,c > 0, 则
a4

bc（a2 + b2）
+

b4

ca（b2 + c2）
+ c4

ab（c2 + a2）
≥ 32 ②.

证明:由柯西不等式的变形式
a21
b1
+
a22
b2
+
a23
b3
≥

（a1 + a2 + a3） 2

b1 + b2 + b3
（ai,bi > 0,i = 1,2,3） （以下同）得

a4

bc（a2 + b2）
+ b4

ca（b2 + c2）
+ c4

ab（c2 + a2）
≥

（a2 + b2 + c2） 2

a3b + b3c + c3a + a2bc + b2ca + c2ab
. 于是要证②

式,只需证
（a2 + b2 + c2） 2

a3b + b3c + c3a + a2bc + b2ca + c2ab
≥

3
2 ⇔2（a

2 + b2 + c2） 2 ≥3（a3b + b3c + c3a） + 3（a2bc

+ b2ca + c2ab）⇔（a2 + b2 + c2） 2 + a4 + b4 + c4 +
2（a2b2 + b2c2 + c2a2）≥3（a3b + b3c + c3a） + 3（a2bc
+ b2ca + c2ab）③. 易证对于三个实数 x,y,z,有 （x +
y + z） 2 ≥3（xy + yz + zx）④. 令 x = a2 + bc - ab,y
= b2 + ca - bc,z = c2 + ab - ca,则 xy + yz + zx =
a3b + b3c + c3a,于是由不等式④得 （a2 + b2 + c2） 2≥
3（a3b + b3c + c3a）⑤.

由 4 元均值不等式得 2a4 + b4 + c4 ≥4a2bc,2b4

+ c4 + a4 ≥4b2ca,2c4 + a4 + b4 ≥4c2ab,三式相加

且两边约去 4 得 a4 + b4 + c4≥ a2bc + b2ca + c2ab⑥.
又由二元均值不等式得 c2a2 + a2b2 ≥ 2a2bc,

a2b2 + b2c2≥2b2ca,b2c2 + c2a2≥2c2ab,三式相加且

两边约去 2 得 a2b2 + b2c2 + c2a3 ≥ a2bc + b2ca +
c2ab⑦. ⑤ +⑥ +⑦ × 2 即得③式,从而②式得证.

命题 2  设 a,b,c > 0, 则
a4

bc（c2 + a2）
+

b4

ca（a2 + b2）
+ c4

ab（b2 + c2）
≥ 32 ⑧.

证明:由柯西不等式的变形式得

a4

bc（c2 + a2）
+ b4

ca（a2 + b2）
+ c4

ab（b2 + c2）
≥

（a2 + b2 + c2） 2

ab3 + bc3 + ca3 + a2bc + b2ca + c2ab
. 于是要证⑧

式,只需证
（a2 + b2 + c2） 2

ab3 + bc3 + ca3 + a2bc + b2ca + c2ab
≥

3
2 ⇔（a

2 + b2 + c2） 2 + a4 + b4 + c4 + 2（a2b2 + b2c2 +

c2a2） ≥ 3（ab3 + bc3 + ca3） + 3（a2bc + b2ca +
c2ab）⑨.

令 x = a2 + bc - ca,y = b2 + ca - ab,z = c2 +
ab - bc,则 xy + yz + zx = ab3 + bc3 + ca3,于是由不

等式④得 （a2 + b2 + c2） 2 ≥3（ab3 + bc3 + ca3）⑩.
⑥ +⑦ × 2 +⑩即得⑨式,从而⑧式得证.
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