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　 　 【摘　 要】 　 函数与导数中的参数范围问题一直是高考考查的热点题型， 并常常居于压轴题的位置． 现对 ２０２３
年高考一道函数与导数压轴题进行思考，通过试题分析、提炼结论、运用升华来强化理解、拓展思维、发展能力．
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１　 试题分析

（１） 证明：当 ０ ＜ ｘ ＜ １ 时，ｘ － ｘ２ ＜ ｓｉｎｘ ＜ ｘ；
（２） 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｓａｘ － ｌｎ（１ － ｘ２） ．
若 ｘ ＝ ０ 是 ｆ（ｘ） 的极大值点，求实数 ａ 的取值

范围．
（２０２３ 年全国新高考 Ⅱ 卷第 ２２ 题）
本题第（１） 问利用两次构造函数，通过研究新

函数的单调性获证，为第（２） 问准备，比较常规． 第

（２） 问则是“函数 ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｓａｘ － ｌｎ（１ － ｘ２） 在 ｘ ＝ ０
为极大值点的条件下，求实数 ａ 的取值范围”，跳出

了常见的复合型函数，而以三角函数和对数函数的

复合形式出现，给人以耳目一新之感． 由于含有三角

函数的导数比较复杂，且ｆ ′（０） ＝ ０ 对任意实数 ａ 恒

成立，导函数符号难以判断，参变分离法、一分为二

法都失效，绝大部分学生解题陷入困境．
计算观察发现，ｆ ′（０） ＝ ０，加上条件“在 ｘ ＝ ０ 附

近的左侧，ｆ ′（ｘ） ＞ ０；在 ｘ ＝ ０ 附近的右侧，ｆ ′（ｘ） ＜
０”，数形结合可知必有ｆ ″（０） ≤ ０． 由此出发获得下

述简捷解法，称之为过定点法（数形结合法）：

因为ｆ ′（ｘ） ＝ ２ｘ
１ － ｘ２

－ ａｓｉｎａｘ，所以ｆ ′（０） ＝ ０． 又

因为 ｘ ＝ ０ 是函数 ｆ（ｘ） 的极大值点，所以在 ｘ ＝ ０ 附

近的左侧，ｆ ′（ｘ） ＞ ０；在 ｘ ＝ ０ 附近的右侧，ｆ ′（ｘ） ＜
０． 数形结合可知必有 ｆ ″（０） ≤ ０． 因为 ｆ ″（ｘ） ＝
２ｘ２ ＋ ２

（１ － ｘ２） ２
－ ａ２ｃｏｓａｘ， 所以 ｆ ″（０） ＝ ２ － ａ２ ≤ ０，

ａ ≤－ ２ 或 ａ ≥ ２ ．

① 当 ａ ＝ ± ２ 时，ｆ ′（ｘ） ＝ ２ｘ
１ － ｘ２

－ ２ ｓｉｎ ２ ｘ．由

第（１） 问的结论知，当０ ＜ ｘ ＜ ２
２

时，ｓｉｎ ２ ｘ ＜ ２ ｘ，

－ ２ ｓｉｎ ２ ｘ ＞ － ２ｘ．

于是ｆ ′（ｘ） ＝ ２ｘ
１ － ｘ２

－ ２ ｓｉｎ ２ ｘ ＞ ２ｘ
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÷ 内单增，这与 ｘ ＝

０ 是函数 ｆ（ｘ） 的极大值点矛盾，所以 ａ ≠ ± ２ ．

② 当 ａ ＜ － ２ 或 ａ ＞ ２ 时，ｆ ″（０） ＜ ０． 由于

ｆ ″（ｘ） ＝ ２ｘ２ ＋ ２
（１ － ｘ２） ２

－ ａ２ｃｏｓａｘ 在 ｘ ＝ ０ 附近连续，所以

存在 δ∈（０，１），使得当 ｘ∈（ － δ，δ） 时， ｆ ″（ｘ） ＜ ０．
当 ｘ ∈ （ － δ，０） 时，ｆ ′（ｘ） ＞ ｆ ′（０） ＝ ０；当 ｘ ∈

（０，δ） 时，ｆ ′（ｘ） ＜ ｆ ′（０） ＝ ０． 满足 ｘ ＝ ０是函数 ｆ（ｘ）
的极大值点．

综上所述，实数 ａ 的取值范围是（ － ∞， － ２ ）

∪ （ ２ ， ＋ ∞） ．
２　 提炼结论

对于某些函数的单调性、极值、最值或恒成立不

等式中的参数范围问题， 若函数 ｆ（ｘ）（或 ｆ ′（ｘ），
ｆ ″（ｘ） 等） 满足 ｆ（ｍ） ＝ ０（或 ｆ ′（ｍ） ＝ ０， ｆ ″（ｍ） ＝ ０
等），即函数 ｆ（ｘ）（或ｆ ′（ｘ），ｆ ″（ｘ） 等） 的图象恒过 ｘ
轴上的定点（ｍ，０），再利用其他条件往往可以数形

结合确定ｆ ′（ｍ）（或ｆ ″（ｍ），ｆ ″′（ｍ） 等） 的符号（非负

或非正），由此来确定参数 ａ 的取值范围（必要条

件），然后验证这个“必要条件” 也是“充分条件” 或

验证这个“必要条件的一个子集” 是“充分条件”，如
此就会避免一些繁杂的运算和讨论，快速实现解题

目标． 我们常常戏称此为“函数具有过定点（ｍ，０）
情结”，利用这种解题思路，具有较高的思维价值、实
用价值和速度价值［１］ ．
３　 运用升华

３．１　 处理函数的单调性问题

例 １　 （２０１６ 全国 Ⅰ 卷第 １２ 题） 若函数 ｆ（ｘ） ＝
０６
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ｘ － １
３
ｓｉｎ２ｘ ＋ ａｓｉｎｘ 在（ － ∞， ＋ ∞） 内单调递增，则

实数 ａ 的取值范围是（　 　 ） ．
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解析 　 因为 ｆ（０）＝ ０，且在（ －∞， ＋∞） 内 ｆ（ｘ）
单调递增，所以ｆ ′（０） ≥ ０．

ｆ ′（ｘ） ＝ １ － ２
３
ｃｏｓ２ｘ ＋ ａｃｏｓｘ，ｆ ′（０） ＝ １ － ２

３
＋ ａ

≥ ０，ａ ≥－ １
３
．立即排除 Ａ，Ｂ，Ｄ，故选 Ｃ．

注 　 利用函数 ｆ（ｘ） 过定点（０，０）， ｆ（０） ＝ ０，
ｆ ′（０） ≥ ０， 这比解恒成立不等式 “ ｆ ′（ｘ） ＝ １ －
２
３
ｃｏｓ２ｘ ＋ ａｃｏｓｘ ≥ ０” 求参数 ａ 的范围简单得多．

例 ２　 （２０２３ 年南昌市模考题） 若函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ

＋ π
２

－ １
３
ｓｉｎ２ｘ ＋ ａｃｏｓｘ在（ － ∞， ＋ ∞） 内单调递增，

则实数 ａ 的取值范围是（　 　 ） ．

Ａ．［ － ２，２］　 　 　 　 Ｂ． － ２， ４
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解析 　 ｆ ′（ｘ） ＝ １ － ２
３
ｃｏｓ２ｘ － ａｓｉｎｘ． 因为

ｆ（ － π
２
） ＝ ０，且在（ － ∞， ＋ ∞） 内 ｆ（ｘ） 单调递增，所

以ｆ ′（ － π
２
） ≥ ０， 即 １ ＋ ２

３
＋ ａ ≥ ０，ａ ≥－ ５

３
．立即

排除 Ａ，Ｂ，Ｄ，故选 Ｃ．

注 　 利用函数 ｆ（ｘ） 过定点（ － π
２
，０） 情结，

ｆ（ － π
２
） ＝ ０， ｆ ′（ － π

２
） ≥ ０， 这比解恒成立不等式

“ ｆ ′（ｘ） ＝ １ － ２
３
ｃｏｓ２ｘ － ａｓｉｎｘ ≥０” 求参数 ａ 的范围

简单得多．
３．２　 处理函数的极值问题

例 ３　 （２０２２年武汉市模考题） 设函数 ｆ（ｘ） ＝ （２
＋ ａｘ）ｌｎ（１ ＋ ｘ） － ２ｘ（ａ ∈ Ｒ） ．

（１） 令 ｇ（ｘ） ＝ ｆ ′（ｘ），试讨论函数 ｇ（ｘ） 的单调

性；

（２） 若 ｘ ＝ ０ 是函数 ｆ（ｘ） 的极小值点，求 ａ的取

值范围．
解析 　 （１） 略去；
（２） 易知 ｇ（０） ＝ ０，且由题意知， 在 ｘ ＝ ０附近的

左侧，ｇ（ｘ） ＜ ０；在 ｘ ＝ ０ 附近的右侧，ｇ（ｘ） ＞ ０． 所
以 ｇ′（０） ≥ ０．

因为 ｇ（ｘ） ＝ ａｌｎ（１ ＋ ｘ） ＋ （ａ － ２）ｘ
１ ＋ ｘ

，ｇ′（ｘ） ＝

ａ
１ ＋ ｘ

＋ ａ － ２
（１ ＋ ｘ） ２

＝ ａｘ ＋ ２ａ － ２
（１ ＋ ｘ） ２ ．

所以 ｇ′（０） ＝ ０ ＋ ２ａ － ２
（１ ＋ ０） ２ ≥ ０，解得 ａ ≥ １．

①当 ａ ＝ １时，ｆ ′（ｘ） ＝ ｇ（ｘ） ＝ ｌｎ（１ ＋ ｘ） － ｘ
１ ＋ ｘ

．

由 ｌｎｘ ≤ ｘ － １ 得，ｌｎ １
１ ＋ ｘ

≤ １
１ ＋ ｘ

－ １，

ｌｎ（１ ＋ ｘ） ≥ ｘ
１ ＋ ｘ

，所以ｆ ′（ｘ） ≥ ０．

显然 ｘ ＝ ０ 不是函数 ｆ（ｘ） 的极小值点， 因此

ａ ≠ １．
② 当 ａ ＞ １ 时，ｇ′（０） ＞ ０． 由 于 ｇ′（ｘ） ＝

ａｘ ＋ ２ａ － ２
（１ ＋ ｘ） ２ 在 ｘ ＝ ０附近连续，所以存在 δ∈（０，１），

使得当 ｘ∈（ － δ，δ） 时， ｇ′（ｘ） ＞ ０，当 ｘ∈（ － δ，０）
时，ｇ（ｘ） ＜ ｇ（０） ＝ ０，当 ｘ∈（０，δ） 时，ｇ（ｘ） ＞ ｇ（０）
＝ ０， 满足 ｘ ＝ ０ 是函数 ｆ（ｘ） 的极小值点．

综上所述，实数 ａ 的取值范围是（１， ＋ ∞） ．
注 　 利用函数 ｇ（ｘ）（ ｆ ′（ｘ）） 过定点（０，０） 情

结，ｇ（０） ＝ ０（ ｆ ′（０） ＝ ０），ｇ′（０） ≥０（ ｆ ″（０） ≥０），且
ａ ＞ １ 是充分条件．

例 ４　 （２０２３ 年石家庄市质检题） 设 ｆ（ｘ） ＝ ｘｌｎｘ
－ ａｘ２ ＋ （２ａ － １）ｘ，ａ ∈ Ｒ．

（１） 令 ｇ（ｘ） ＝ ｆ ′（ｘ），求 ｇ（ｘ） 的单调区间；
（２） 已知 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ １ 处取得极大值，求 ａ的取

值范围．
解析 　 （１） 略去；
（２） ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ ＋ １ － ２ａｘ ＋ （２ａ － １） ＝ ｌｎｘ －

２ａ（ｘ － １） ．
因为ｆ ′（１） ＝ ０，函数ｆ ′（ｘ） 的图象经过点（１，０），

且由题知在 ｘ ＝ １ 附近的左侧ｆ ′（ｘ） ＞ ０，在 ｘ ＝ １ 附

近的右侧ｆ ′（ｘ） ＜ ０，所以ｆ ″（１） ≤ ０，即 １ － ２ａ≤０，

ａ ≥ １
２
．

１６
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① 当 ａ ＝ １
２

时，ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ － （ｘ － １） ≤ ０．

ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ １ 处没有极大值，因此 ａ ≠ １
２
．

② 当 ａ ＞ １
２

时，ｆ ″（１） ＜ ０．由于ｆ ″（ｘ） ＝ １
ｘ

－ ２ａ

在 ｘ ＝ １ 附近连续，所以存在 δ ∈（０，１），使得当 ｘ∈
（１ － δ，１ ＋ δ） 时，ｆ ″（ｘ） ＜ ０．

当 ｘ∈（１ － δ，１） 时，ｆ ′（ｘ） ＞ ｆ ′（１） ＝ ０；当 ｘ∈
（１，１ ＋ δ） 时，ｆ ′（ｘ） ＜ ｆ ′（１） ＝ ０． 满足 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ １
取得极大值．

综上所述，实数 ａ 的取值范围是
１
２
， ＋ ∞æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

注 　 利用函数ｆ ′（ｘ） 过定点（１，０），ｆ ′（１） ＝ ０，

ｆ ″（１） ≤ ０，且 ａ ＞ １
２

是充分条件．

３．３　 处理恒成立不等式问题

例 ５　 （２０２３ 年苏州市模考题） 已知函数 ｆ（ｘ） ＝

ｌｎ（１ ＋ ｘ） － ａｘ
ｘ ＋ ２

．若 ｘ≥０时，ｆ（ｘ） ≥０，则实数 ａ的

取值范围是 　 　 　 ．
解析 　 　 因为 ｆ（０） ＝ ０，且 ｘ≥０ 时，ｆ（ｘ） ≥ ０，

所以ｆ ′（０） ≥ ０．

ｆ ′（ｘ） ＝ （ｘ ＋ ２） ２ － ２ａ（ｘ ＋ １）
（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２） ２ ， ｆ ′（０） ＝ ４ － ２ａ

４
≥ ０，ａ ≤ ２．

此 时 ｆ ′（ｘ） ＝ （ｘ ＋ ２） ２ － ２ａ（ｘ ＋ １）
（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２） ２ ≥

（ｘ ＋ ２） ２ － ４（ｘ ＋ １）
（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２） ２

＝ ｘ２

（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２） ２ ≥ ０．

ｆ（ｘ） 在 ｘ ≥０ 时单增，因此 ｆ（ｘ） ≥ ｆ（０） ＝ ０，满
足条件．

故 ａ 的取值范围是（ － ∞，２］ ．
注 　 本题是常见的分式函数与对数函数的复

合型函数，考查学生熟悉的恒成立不等式问题． 学生

往往运用参变分离法或一分为二法处理，其实这两

种解法都比较复杂． 利用函数 ｆ（ｘ） 过定点（０，０） 情

结，ｆ（０）＝ ０，ｆ ′（０） ≥０，且 ａ≤２也是充分条件，简单

快捷． 对于选择题和填空题我们还是倡导小题小做．
例６　 （２０２３年皖江联盟联考题） 已知函数 ｆ（ｘ）

＝ ａ ｘ － １
ｘ

æ

è
ç
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ø
÷ － ｌｎｘ，其中 ａ ∈ Ｒ． 若当 ｘ ∈ （１， ＋ ∞）

时，ｆ（ｘ） ＞ ０ 恒成立，则实数 ａ的取值范围是 　 　 ．

解析 　 ｆ ′（ｘ） ＝ ａ（１ ＋ １
ｘ２ ） － １

ｘ
＝ ａｘ２ － ｘ ＋ ａ

ｘ２ ，

ｘ ＞ １．因为 ｆ（１） ＝ ０，函数 ｆ（ｘ） 的图象经过点（１，０），
且 ｘ∈（１， ＋ ∞） 时，ｆ（ｘ） ＞ ０恒成立，所以ｆ ′（１） ≥

０，即 ２ａ － １ ≥ ０，ａ ≥ １
２
．

此时 ｆ ′（ｘ） ＝ ａｘ２ － ｘ ＋ ａ
ｘ２ ≥

１
２
ｘ２ － ｘ ＋ １

２
ｘ２

＝

（ｘ － １） ２

２ｘ２ ＞ ０，ｆ（ｘ） 在（１， ＋ ∞） 内单增．

因此当 ｘ ＞ １时，ｆ（ｘ） ＞ ｆ（１） ＝ ０，满足条件． 故

实数 ａ 的取值范围是
１
２
， ＋ ∞é

ë
êê

ö

ø
÷ ．

注 　 利用函数 ｆ（ｘ） 过定点（１，０），ｆ（１） ＝ ０，

ｆ ′（１） ≥ ０，且 ａ ≥ １
２

也是充分条件．

例 ７　 （２０２２年哈师大附中高三诊断） 已知函数

ｆ（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １）ｌｎｘ － ａ（ｘ － １），其中 ａ ∈ Ｒ．
（１） 当 ａ ＝ ４ 时，求曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点（１，ｆ（１））

处的切线方程；
（２） 若当 ｘ∈（１， ＋ ∞） 时，ｆ（ｘ） ＞ ０恒成立，求

ａ 的取值范围．
解析 　 （１） 略去；

（２） ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ ＋ １ ＋ １
ｘ

－ ａ，ｘ ＞ ０． 因为 ｆ（１）

＝ ０，函数 ｆ（ｘ） 的图象经过点（１，０），且 ｘ∈（１， ＋∞）
时，ｆ（ｘ） ＞ ０ 恒成立，所以ｆ ′（１） ≥ ０，即 ２ － ａ ≥ ０，
ａ ≤ ２．

因为ｆ ″（ｘ） ＝ １
ｘ

－ １
ｘ２

＝ ｘ － １
ｘ２ ＞ ０，显然ｆ ′（ｘ） 在

（１， ＋ ∞） 内单增． 所以当 ｘ ＞ １ 时，ｆ ′（ｘ） ＞ ｆ ′（１）
≥ ０，即 ｆ（ｘ） 在（１， ＋ ∞） 内单增，因此 ｆ（ｘ） ＞ ｆ（１）
＝ ０ 恒成立，满足条件．

故实数 ａ 的取值范围是（ － ∞，２］ ．
注 　 利用函数 ｆ（ｘ） 过定点（１，０） 情结，ｆ（１） ＝

０，ｆ ′（１） ≥ ０，且 ａ ≤ ２ 也是充分条件．
例 ８　 （２０２３ 年合肥市模考题） 设函数 ｆ（ｘ） ＝

ａｘ２ － ｌｎｘ，其中 ａ∈Ｒ． 试确定 ａ的所有可能取值，使

得 ｆ（ｘ） ＞ １
ｘ

－ ｅ１－ｘ ＋ ａ 在区间 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 内恒

成立（ｅ 为自然对数的底数） ．
２６
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解析 　 原不等式等价于 ｆ（ｘ） － １
ｘ

＋ ｅ１－ｘ － ａ ＞

０ 在 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 内恒成立．

令 ｇ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） － １
ｘ

＋ ｅ１－ｘ － ａ ＝ ａｘ２ － ｌｎｘ － １
ｘ

＋ ｅ１－ｘ － ａ． 只需 ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 上恒大于 ０
即可．

因为 ｇ（１） ＝ ０，且 ｘ∈（１， ＋ ∞） 时，ｇ（ｘ） ＞ ０恒

成立， 所以 ｇ′（１） ≥ ０．

由 ｇ′（ｘ） ＝ ２ａｘ － １
ｘ

＋ １
ｘ２

－ ｅ１－ｘ 得，ｇ′（１） ＝ ２ａ －

１ ＋ １ － １ ＝ ２ａ － １ ≥ ０，ａ ≥ １
２
．

（法 １） 此时，ｇ″（ｘ） ＝ ２ａ ＋ １
ｘ２

－ ２
ｘ３

＋ ｅ１－ｘ ≥１ ＋

１
ｘ２

－ ２
ｘ３

＋ ｅ１－ｘ ＝ ｘ３ ＋ ｘ － ２
ｘ３

＋ ｅ１－ｘ ．

因为 ｘ ∈ （１， ＋ ∞），所以 ｘ３ ＋ ｘ － ２ ＞ ０．

又 ｅ１－ｘ ＞ ０，所以 ｇ″（ｘ） 在 ａ ≥ １
２

时恒大于 ０．

所以当 ａ≥ １
２

时，ｇ′（ｘ） 在 ｘ∈（１， ＋ ∞） 内单

调递增，ｇ′（ｘ） ＞ ｇ′（１） ＝ ２ａ － １ ≥ ０， ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈
（１， ＋ ∞） 内单调递增． 所以 ｇ（ｘ） ＞ ｇ（１） ＝ ０，即
ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 内恒大于 ０．

故实数 ａ 的取值范围是
１
２
， ＋ ∞é

ë
êê

ö

ø
÷ ．

（法 ２）ｇ′（ｘ） ＝ ２ａｘ － １
ｘ

＋ １
ｘ２

－ ｅ１－ｘ ≥ ｘ －

１
ｘ

＋ １
ｘ２

－ １
ｘ － １ ＋ １

＝ ｘ － ２
ｘ

＋ １
ｘ２

＝ ｘ３ － ２ｘ ＋ １
ｘ２

＝

（ｘ － １）（ｘ２ ＋ ｘ － １）
ｘ２ ＞ ０，以下同法 １．

注 　 利用函数 ｇ（ｘ） 过定点（１，０） 情结，ｇ（１） ＝

０，ｇ′（１） ≥ ０，且 ａ ≥ １
２

也是充分条件．

不难发现，数学新高考正在加大对学生思维能

力、运算能力和推理能力的考查力度，在高度上、深
度上、广度上抬高了标杆． 这既体现了数学学科的重

要地位，又体现了时代对优秀人才的需求． 因此，对
于一些具有代表性、典型性、示范性和拓展性的好高

考题或好模考题，教师要学会思考、学会发掘、学会

研究， 沟通联系、变式探究、深化思维、提炼规律，并
在课堂教学中恰当运用，不断提高学生的解题能力

和数学素养［２］ ．
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