
循 形 而 动 　 因 度 而 变∗

———基于深度学习的“数列不等式放缩”微设计

王连英
(上虞区城南中学,浙江 绍兴　 312300)

摘　 要:基于教师和高三学生对放缩法证明数列不等式的复习困惑,文章通过分析数列的形态结构,研究数列不等式

证明中一些常用的放缩方法以及“度”的合理修正,以促进学生的深度学习,进而提升数学的核心素养.
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　 　 数列和不等式都是高中数学的重要内容,数列

不等式的证明将这两块知识点交汇在一起,近年来

一直是高考的热点. 此类问题灵活多变,综合性较

强,既要结合数列的结构和特征,又要具备不等式

证明的思路和方法,对于难度较大的数列不等式证

明问题我们常常可利用放缩法来解决. 如何根据数

列的形态结构寻求思维策略,让放缩“有法可依”?
怎样依据预证目标合理修正精度,使放缩“恰到好

处”? 笔者以高三专题复习放缩法证明数列不等

式的微设计为载体,探究怎样在教师的引领下实现

学生的深度学习.
1　 问题提出

1. 1　 相似高考题

例 1 　 已知在数列{ an},{ bn},{ cn}中,a1 =

b1 = c1 = 1, cn = an+1 - an, cn+1 =
bn

bn+2
· cn (其中 n∈

N∗) .
1)若数列{ bn}为等比数列,且公比 q>0,b1 +

b2 = 6b3,求 q 与数列{an}的通项公式;
2)若数列{bn}为等差数列,且公比 d>0,证明:

c1+c2+…+cn<1+
1
d
.

(2020 年浙江省数学高考试题第 20 题)
例 2　 设等差数列{an}的前 n 项和为 Sn,a3 =

4,a4 =S3,数列{ bn}满足:对 n∈N∗,Sn +bn,Sn+1 +
bn,Sn+2+bn 成等比数列.

1)求数列{an},{bn}的通项公式;

2)记 cn =
an

2bn
,证明:c1+c2+…+cn<2 n (其中

n∈N∗) .
(2019 年浙江省数学高考试题第 20 题)

两道高考试题的第 2)小题都是数列和不等式

结合起来的证明问题,左边都是数列的和式结构.
1. 2　 启示

命题专家为什么热衷于这类问题? 是不是其

中蕴含着一般的规律?
2　 策略生成

例 1 的分析　 1)bn =
1

2n-1,cn = 4n-1,从而

an =a1+40+41+…+4n-2 = 4n-1+2
3

.

2)由 cn+1 =
bn

bn+2
·cn,累乘得

cn = c1×
b1

b3
×
b2

b4
×…×

bn-1

bn+1
= d+1
bnbn+1

=d+1
d

1
bn

- 1
bn+1

æ

è

ö

ø
,

故 c1+c2+…+cn =
d+1
d

1
b1

- 1
b2
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ø
+ 1

b2
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b3
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d+1
d

1- 1
bn+1
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<1+ 1

d
.

评注　 例 1 主要考查等差、等比数列的定义与

通项、累加与累乘、裂项求和等基础知识和基本方

法,第 2)小题不等式左边的数列能够直接求和,引
导学生可先求和再放缩.

例 2 的分析　 1)略.
2)方法 1　 数学归纳法(过程略) .

方法 2　 因为 cn =
n-1

n(n+1)
< 1
n
= 2
2 n

<

2
n + n-1

= 2( n - n-1 ),

所以 c1+c2+…+cn<

2( 1 - 0 + 2 - 1 +…+ n - n-1 )= 2 n .
评注　 例 2 中不等式左边的数列直接求和比

较困难,此时学生容易想到用数学归纳法来解决,
但由 n= k 到 n= k+1 的证明还是其困难所在,若能

顺利过关则不难想到方法 2,先放缩成可裂项数列

再求和证明. 然而实际上,对于 2( n - n-1 )这个

放缩目标,学生比较难想到,即使上课讲解时听懂

了方法 2,一段时间过后学生还是不能独立解决,
更不用说处理类似的问题了. 在课堂教学中,教师

不仅要讲解题,还要讲怎样解题,不仅要讲方法,更
要讲如何想到这些方法. 让学生从已有的认知结构

出发,通过深入比较和思考,发现规律和解题策略,
识别模式,建立规范,即进行深度学习.

方法 3　 我们的愿景:存在数列{dn},使得

c1+c2+…+cn<d1+d2+…+dn,

且 d1+d2+…+dn = 2 n .
为了实现愿景:

第 1 步,令 Tn =d1+d2+…+dn = 2 n ,求出

dn =Tn-Tn-1 = 2 n -2 n-1 ;
第 2 步,证明 c1+c2+…+cn<d1+d2+…+dn,即

cn<dn = 2 n -2 n-1 ,
该不等式在方法 2 中已证明,故原不等式成立.

评注　 得出应对策略:一般地,对于形如 a1 +
a2+…+an < f( n)的不等式,当左边无法直接求和

时,可以考虑对右边代数式进行和式分解,步骤如

下:

第 1 步,令 Tn = f(n)且 Tn =d1+d2+…+dn,则
dn =Tn-Tn-1;

第 2 步,证明 an<dn;
第 3 步,累加得到 a1 +a2 +…+an <d1 +d2 +…+

dn = f(n) .

变式 1　 已知 cn =
n-1

n(n+1)
,求证:c1+c2+…+

cn<2 n+1 -2. (其中 n∈N∗) .

变式 2 　 求 证: 1 + 1
2

+ 1
3

+ … + + 1
n

<

2 ( 2n+1 -1)(其中 n∈N∗) .
分析　 对于变式 1,因为

cn =
n-1

n(n+1)
< 1

n+1
=

2
n+1 + n+1

< 2
n+1 + n

= 2 n+1 -2 n ,

所以　 　 c1+c2+…+cn<

2( 2 - 1 + 3 - 2 +…+ n+1 - n )=

2 n+1 -2.
对于变式 2,因为

1
n
< 2

n+ 1
2

+ n- 1
2

= 2· 2
2n+1 + 2n-1

=

2 ( 2n+1 - 2n-1 ),

所以　 　 c1+c2+…+cn<2 n+1 -2<

1+ 1
2
+ 1
3
+…+ 1

n
<

2( 2n+1-1)< n+ n
n+1

<2 n .

评注　 当放缩无法达到预证目标时,可以通过

调整放缩“量”的大小来实现放缩的精细化,提高

放缩的精度.
3　 迁移拓展

例 3　 已知数列{an}的前 n 项和为 Sn,且 Sn =

n2+n
2

,公比大于 0 的等比数列{ bn}满足 b1 = 1 且

b2+b3 = 20.
1)求数列{an},{bn}的通项公式;
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2)若 cn =
(an) 2

bn
,求证:c1+c2+…+cn<

7
2
.

(2020 年 5 月浙江省嘉兴市数学模拟试题第

20 题)
分析　 1)略.

2)方法 1　 观察 cn =
n2

4n-1,结构类似于等差乘

等比数列,学生可用错位相减法直接求和再放缩.

记 Tn =
12

40 +
22

41 +
32

42 +…+ n2

4n-1,则

1
4
Tn =

12

41 +
22

42 +
32

43 +…+(n-1)
2

4n-1 +n
2

4n ,

相减得　 3
4
Tn =

1
40 +

3
41 +

5
42 +

7
43 +…+2n-1

4n-1 -n
2

4n .

记 Pn =
1
40 +

3
41 +

5
42 +

7
43 +…+2n-1

4n-1 ,则

1
4
Pn =

1
41 +

3
42 +

5
43 +…+2n-3

4n-1 +2n-1
4n ,

相减得　 3
4
Pn = 1+ 2

41 +
2
42 +…+ 2

4n-1-
2n-1
4n =

1+

2
4

1- 1
4n-1

æ

è

ö

ø

1- 1
4

-2n-1
4n < 5

3
,

即 Pn<
20
9
.

又
3
4
Tn<Pn,得 Tn<

80
27

< 7
2
.

方法 2　 将 cn 放缩成等差乘等比数列,用一次

错位相减法求和证明,即
4n-1 =(3+1) n-1 =

C0
n-13n-1+C1

n-13n-2+…+Cn-1
n-130≥

C0
n-13n-1+C1

n-13n-2 =(n+2)3n-2,
可知当 n≥2 时,

n2

4n-1≤
n2

(n+2)·3n-2<
n

3n-2

成立. 那么应该从第几项开始放缩呢? 经过尝试,
须保留前 3 项,从第 4 项开始放缩,即

Tn≤1+1+ 9
16

+ 4
32 +

5
33 +…+ n

3n-2 =

1+1+ 9
16

+ 2
3
+ 1
12

1- 1
3n-4

æ

è

ö

ø
- 3
2
· n

3n-1<

1+1+ 9
16

+ 3
4
< 7
2
,

当 n= 1,2,3 时,检验证明成立即可.
方法 3　 将 cn 放缩成等比数列求和证明,自然

想到仍可利用二项式定理,只是要保留的原项比较

多. 我们的愿景:存在等比数列{dn},使得

c1+c2+…+cn<d1+d2+…+dn,

且 lim
n→+∞

(d1+d2+…+dn)=
7
2
.

为了实现愿景:
第 1 步,求出 dn 满足

∑
n

i = 1
di <

d1

1 - q
= 7

2
,

此题可先约掉 c1,c2,调整为

∑
n

i = 3
di <

d3

1 - q
= 3

2
.

第 2 步,证明 cn < dn .

1) 若 q = 1
2
,则 d3 = 3

4
,即证

n2

4n-1 ≤ 3
4

× 1
2n-3(其中 n ≥ 3);

2) 若 q = 1
4
,则 d3 = 9

8
,即证

n2

4n-1 ≤ 9
8

× 1
4n-3(其中 n ≥ 3);

3) 若 d3 = 9
16

,则 q = 5
8
,即证

n2

4n-1 ≤ 9
16

× 5
8

æ

è

ö

ø

n-3

(其中 n ≥ 3) .

经分析知情形 2) 不成立.
评注　 错位相减是学生害怕的,两次错位相减

无疑是雪上加霜,因此有必要引导学生通过放缩成

等比数列进行证明. 我们还可以从另一个角度来寻

找等比数列{dn} .

方法 4　 设 q≥
cn+1
cn

= 1
4

1+ 1
n

æ

è

ö

ø

2

,当 n≥2 时,

q≥ 9
16

,即 cn+1≤
9
16

cn,从而

Tn<c1+c2+
9
16

c2+
9
16

æ

è

ö

ø

2

c2+…+ 9
16

æ

è

ö

ø

n-2

c2 =

1+1+ 9
16

+ 9
16

æ

è

ö

ø

2

+…+ 9
16

æ

è

ö

ø

n-2

=
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1+
1- 9

16
æ

è

ö

ø

n-1

1- 9
16

<1+16
7
< 7
2
.

评注　 得出应对策略:一般地,对于形如 a1 +

a2+…+an<k 的不等式,当左边无法直接求和时,可
考虑放缩成等比数列,步骤如下:

第 1 步,研究
an+1

an
= f(n+1)

f(n)
的最大值 q,得到

an+1

an
≤q.

第 2 步,放缩得

a1+a2+…+an<a1+a1q+…+a1qn-1 =
a1(1-qn)

1-q
<
a1

1-q
;

第 3 步,若 k≥
a1

1-q
,则证毕;若 k<

a1

1-q
,则可考

虑保留前几项不放缩. 此题亦可从第 4 项开始放

缩,取 q= 4
9
来提高放缩的精度.

方法 5　 将 cn 裂成可相消数列. 令

cn =
n2

4n-1 =
An2+Bn+C

4n-1 -A(n+1)
2+B(n+1)+C
4n =

3An2+(3B-2A)n+3C-A-B
4n ,

即 4n2 = 3An2+(3B-2A)n+3C-A-B,

可得 A= 4
3
,　 B= 8

9
,　 C= 20

27
,

从而 c1+c2+…+cn<

4
3
+ 8
9
+20
27

-

4
3
(n+1) 2+ 8

9
(n+1)+20

27
4n < 7

2
.

方法 6　 此处数学归纳法看似失效了,此时可

引导学生加强命题为“ c1 +c2 +…+cn <
7
2
-g(n),其

中 g(n)>0” . 当 n= 1 时,

　 　 　 　 　 　 　 1< 7
2
-g(1), (1)

假设当 n= k 时,

1+2
2

41 +
32

42 +…+ k2

4k-1<
7
2
-g(k),

则当 n= k+1 时,

1+2
2

41 +
32

42 +…+(k+1)
2

4k < 7
2
-g(k)+(k

+1) 2

4k ,

即只需证　 7
2
-g(k)+(k

+1) 2

4k ≤ 7
2
-g(k+1),

即证　 　 　 g(k)-g(k+1)≥(k+1) 2

4k . (2)

由于 g(n)需同时满足式(1)和式(2),可设 g(n)=
an2+bn+c

4n ,并取 a= 3
2
,b = c = 4,接下去用数学归纳

法证明加强的命题就可以.
评注　 一题多解,不断寻求解题的最佳途径和

方法,意在调动学生的学习积极性,激活学生思维

的发散性,鼓励学生在日常生活中通过多种渠道解

决问题.
4　 反馈训练

1)cn =
1

n(n+1)(n+2)
(其中 n∈N∗),求证:

c1+c2+…+cn<2 1- 1
n+1

æ

è

ö

ø
;

2)求证: 1
n

n
1

+ n
2

+…+ n
n

æ

è

ö

ø
<1+ n

n+1

(其中 n∈N∗);

3)求证: 2
1

× 4
3

× 6
5

×…× 2n
2n-1

> 2n+1 (其中

n∈N∗) .
5　 结束语

美国数学家波利亚在《怎样解题》中说:“解题

的价值不是答案的本身,而在于弄清‘是怎样想到

这个解法的?’ ‘是什么促使你这样想,这样做

的?’” [1]在数学学习中,我们就是要教给学生如何

思考问题、如何将问题深化、如何挖掘数学问题的

本质. 让学生在数学问题的解决过程中培养自己的

数学思维能力,体会数学的思维方式,提升数学的

核心素养[2] .
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