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　 　概率 、排列和数列都是高中数学的重要内

容 ，由于三者之间存在内在关联性 ，在近几年的

高考 、自主招生等各类考试中经常出现三者交汇

题 ．此类题目以某个实际问题为背景 ，以概率或

组合问题的形式呈现 ，需要学生首先找到某项与

前几项之间的递归关系 ，再由求数列通项公式的

方法和手段求解 ．在实际教学中 ，笔者注意到解

决此类问题时 ，由递推数列求解通项数列属于程

序性知识和方法 ，对学生而言不是难点 ．学生困

难之处在于怎样从实际问题出发 ，经过分析建立

数学模型 ，即确定问题中存在的递推关系 ，这也

是数学教学中的一个薄弱点 ．笔者就这个问题 ，

谈谈思考和心得 ．

首先以著名的结草成环问题为例来说明 ．

例 1 　现有 n（n∈ N 倡
）根草 ，共有 ２n个草头 ，

现将 ２n个草头平均分成 n组 ，每两个草头打结 ，

求打结后所有草能构成一个圆环的打结方法数 ．

解析 　递推关系 pn ＝ f （pn－１ ，pn－２ ，⋯ ，pn－ k ）
本质是由 pn 之前若干项表示出来 ，所以分析问

题时首先应明确目标 pn 为哪个量 ， pn－１ ，pn－２ ，

⋯ ，pn－ k 又相应是什么量 ．

这个问题中 ，将 n根草打结后所有草能构成
一个圆环的打结方法数记为 p n ，那么将 n － １ ，n
－ ２ ，⋯ ，１根草打结后所有草能构成一个圆环的

打结方法数依次记为 pn－１ ，pn－２ ，⋯ ，p１ ．

如何求 pn ，可以先假设 pn－１ ，pn－２ ，⋯ ，p１ 是
已知或已经求得 ，若有需要这 n － １ 个量都可以
用来表示 pn ，然后考虑如何实现 pn 对应的状态
向 p n－１ ，pn－２ ，⋯ ，p１ 对应的状态转移 ．

本题中 ，即考虑如何将 pn 对应的 n 根草状
态向 n － １根草状态转移 ，将草头编号为 １ 、２ 、３ 、

⋯ ⋯ 、２n － １ 、２n ．不失一般性 ，先考虑 １ 号的打

结 ，１号和 ２号头打结不合题意 ，１ 号和 ３ 、⋯ 、２n
－ １ 、２n共有 ２n － ２ 个草头可以打结 ，所以有 ２n
－ ２个打法 ．然后考虑剩余草头 ２n － ２个 ，此时可

以看成 n － １根草打结后所有草能构成一个圆环

情形 ，其方法数为 pn－１ ，这样由分步原理知递推

关系为 pn ＝ （２n － ２）pn－１ ，易得 p１ ＝ １ ．

pn ＝
pn
p n－１ ·

pn－１
pn－２ · ⋯ ·

p２
p１ · p１ ＝

２n － ２ ２n － ４ × ⋯ × ２ × １ ＝ ２
n－１ n － １ ！．

　 　例 １通过 n根草状态转移为 n － １根草的状
态找到递推关系 ，实现状态转移是找到递推关系

的关键 ，笔者将状态转移的方法归纳为以下

几种 ．

1 　直接转移法
将 n情形下状态转移为 n － １情形下的相同

状态 ，如例 １ ．现再举一例 ．

图 1

例 2 　 如 图 １ ，

n（n ＋ １）
２

个不同的数随

机排成一个三角阵 ，设 Mk
是从上往下数第 K 行中
的最大数 ，求 M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜ Mn 的概率 ．

解析 　记 M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜ Mn的概率为 p n ，
pn－１ 表示 n － １行的三角形阵 M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜

Mn－１的概率 、pn－２ 表示 n － ２行的三角形阵 M１ ＜

M２ ＜ ⋯ ＜ Mn－２ 的概率 、⋯ 、 p２ 表示 ２行的三角

形阵 M１ ＜ M２ 的概率 ．

M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜ Mn 成立首先保证 Mn 是

n（n ＋ １）
２

个不同数中最大的一个数 ，即最大数在

第 n行的 ，概率为 n
n n ＋ １

２

＝
２
n ＋ １

，同时上方

n － １行的三角形阵 M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜ Mn－１ 的概
率为 pn－１ ，故 M１ ＜ M２ ＜ ⋯ ＜ Mn 的概率为 p n

＝
２
n ＋ １

pn－１ ，由此确立递推公式 ．

根据递推公式易得 ：pn ＝
pn
p n－１ ·

pn－１
pn－２ · ⋯ ·

p３
p２ · p２ ＝

２
n ＋ １

·
２
n · ⋯ ·

２
３

＝
２
n

n ＋ １ ！
．

2 　排除转移法
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将 n情形下状态转移为排除 n － １情形下的
相应状态 ．

例3 （环形区域染色问题）　如图２将一个圆环

分成 n n ∈ N ，n ≥ ３ 个区域 ，用 m m ≥ ３ 种颜

色给这 n个区域染色 ，要求相邻区域不使用同一

种颜色 ，但同一颜色可重复使用 ，则不同的染色

方案有多少种 ？

图 2

解析 　设 pn 表示将一个
圆环分成 n 个区域染色的方
案数 ，pn－１ 表示圆环分成 n －

１个区域染色的方案数 ．考察

n个区域染色的方案 ，１ 区有

m种染法 ，２ 、３ 、⋯ ⋯ 、n － １ 、n
区各有 m － １ 种染色方法 ，依

乘法原理共有 m m － １
n－１ 种染法 ．

但这些方案中需排除 n区和 １ 区染上相同

颜色的情形 ．而排除 n区与 １ 区相同情形 ，就是

排除 n － １个区域涂上 m种颜色的情形 ，由此确

立递推公式 pn ＝ m m － １
n－１

－ pn－１ ，进一步

pn － m － １
n
＝ － pn－１ － m － １

n－１
，

pn － m － １
n
＝ p３ － m － １

３
－ １

n－３

而 p３ ＝ m m － １ m － ２ ，

故 pn ＝ m － １
n
＋ m － １ － １

n
（n ≥ ３） ．

用这个结论解 ２００３ 年高考江苏卷 ：某城市

在中心广场建一个花圃 ，花圃分为 ６个部分如图

３ ，现要栽种 ４ 种不同颜色的花且相邻部分不能

同色 ，由不同的栽种方法有 种 ．

图 3

只需将图变形为圆

环形 ，１区有 ４种栽法 ．不

同的栽法数为

N ＝ ４a５ ＝ １２０ ．

例 4（２０１２ 全国高中
数学联赛 ８） 　 某情报站

有 A 、B 、C 、D四种互不相
同的密码 ，每周使用其中

的一种密码 ，且每周都是

从上周未使用的三种密
码中等可能地随机选用一种 ．设第一周使用 A 种
密码 ，那么第 ７ 周也使用 A 种密码的概率是

（用最简分数表示） ．

解析 　 本题与 A 、B 、C 、D四人之间传球问
题具有相同的数学模型 ．

记 pk 为第 k k ≥ ２ ，k ∈ N 周使用 A 密码
的概率 ，pk－１ 为第 k － １周使用 A 密码的概率 ，则

第 k周使用 A 密码排除第 k － １周使用 A 密码情
形 ，第 k － １周在使用 B 、C或 D 密码的情形下 ，

下一周使用 A 密码的概率为 １
３

，故确立递推公

式 pk ＝ １
３

１ － pk－１ ，由 p１ ＝ １进一步求得 Pk

＝
３
４
（－

１
３
）
k－１

＋
１
４

，故 p７ ＝
６１
２４３

．

3 　分类转移法
将 n情形下状态转移为 n － １情形下的若干

不同状态 ，分类讨论 ．

例 5 　 A 、B两人拿两颗骰子做抛掷游戏 ，规

则如下 ：若掷出的点数之和为 ３ 的倍数时 ，则由

原掷骰子的人继续掷 ；若掷出的点数不是 ３的倍

数时 ，由对方接着掷 ．第一次由 A 开始掷 ，求第 n
次由 A 掷的概率 ．

解析 　设第 n次由 A 掷的概率为 p n ，第 n －
１次由 A 掷的概率为 p n－１ ．

第 n次由 A 掷转化为第 n － １次由 A 掷和由
B掷两种情形 ，

第 n － １次由 A 掷 ，第 n次继续由 A 掷 ，此时

概率为 １２
３６
pn－１ ，

第 n － １次由 B掷 ，第 n次由 A 掷 ，此时概率

为 １ －
１２
３６

１ － pn－１ ，

故 pn ＝
１２
３６
pn－１ ＋ １ －

１２
３６

１ － pn－１ （n ≥

２） ，即 pn ＝ －
１
３
pn－１ ＋ ２

３
（n ≥ ２） ，由 p１ ＝ １进一

步求得 pn ＝
１
２

＋
１
２

－
１
３

n－１

．

有时 ，需将 n情形下状态转移为 n － １ 、 n －

２ 、n － ３ 、⋯若干阶段情形下的若干不同状态 ，分

类讨论 ，如下题 ：

例 6（２０１１ 年华约自主招生试题） 　 有一枚

均匀的硬币连续抛掷 n次 ，以 pn表示未出现连续
３次正面的概率 ．

（１）求 p１ 、 p２ 、 p３ 和 p４ ；

（２ ）探究数列 pn 的递推公式 ，并给出

证明 ；

（３）略 ．
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图 4

解析 　 这里研究（２） ，pn
表示抛掷 n 次连续 ３ 次

来出现正面的概率 ，则

pn－１ 表示抛掷 n － １次连

续 ３ 次来出现正面的概

率 ，pn－２ 表示抛掷 n － ２

次连续 ３ 次出现正面的

概率 ，⋯ ⋯依次类推 ，考察 n ，n － １ ，n － ２ ，三个

阶段的状态如图 ４ ，n次未出现连续 ３次正面不

可能转化为 ① ；

可以转化为情形 ②同时保证前 n － ３次未出

现连续 ３次正面 ，对应的概率为 １
８
pn－３ ；

可以转化为情形 ③或 ④ ，即第 n次正 、 n － １

次反 ，同时前 n － ２次未出现连续 ３次正面 ，对应

的概率为 １
４
pn－２ ；

可以转化为情形 ⑤或 ⑥或 ⑦或 ⑧ ，即第 n次
反 ，同时前 n － １次未出现连续 ３次正面 ，对应的

概率为 １
２
pn－１ ；

所以得到 pn ＝
１
２
pn－１ ＋

１
４
pn－２ ＋

１
８
pn－３ ．

（收稿日期 ：２０１５‐０３‐３０）

巧解幽隐无穷事 　 探源究本方顺理
———对一道“独立事件”问题的解法探究有感

浙江省象山中学 　 　杨育池 　 　 （邮编 ：３１５７００）

　 　微课以视频为表现方式 ，记录教师在教学过

程中 ，围绕教学中的重点 、难点与疑点知识或问

题而开展的教与学的活动过程 ，是数字化教与学

资源中的一种 ．留心身边 ，笔者发现我们平时的

答疑解惑 、辅导讨论活动也短小精干 ，虽不能通

过网络传播 ，但更具生成性与互动性 ，是极真实 、

极具可视可评性的“微课” ．

1 　同题不同构 ，巧解幽隐无穷事

学科辅导时间 ，我校两位青年教师差不多在

同一时间 、围绕同一问题为学生展开教学答疑 ，

向笔者展示了一次简短而精彩 、完整且精致的同

题异构“微课” ．

例 1 　一名工人要看管三台机床 ，在一小时

内机床不需要工人照顾的概率对于第一台是

０ ．９ ，第二台是 ０ ．８ ，第三台是 ０ ．８５ ，求在一小时

的过程中不需要工人照顾的机床台数 X 的数学
期望（均值） ．

１ ．１ 　析理不透难解惑

甲班一同学问 L老师 ：您上课时讲了这个题

的解法 ，我发现有巧妙的算法 ：E（X） ＝ ０ ．９ ＋

０ ．８ ＋ ０ ．８５ ＝ ２ ．５５台 ．

L老师 ：嗯 ，不错 ，真巧 ，会不会是巧合呢 ？

学生 ：我用其它数据也验算了这种算法 ，所

得期望值还是一样 ．

L老师 ：看来这不是巧合了 ．我们来验证一
下吧 ．

L老师用字母代替具体数字将问题“一般

化” ：一个工人看管三台机床 ，在一小时内 ，这三

台机床需要工人照管的概率分别为 p１ ，p２ ，p３ ，

求在一小时内不需要工人照管的机床台数 X 的
数学期望 ．

师生共同验证 ：记“第一台 ，第二台 ，第三台

机床不需照顾”分别为事件 A ，B ，C ．又随机变量

X的可能取值为 ０ ，１ ，２ ，３ ．由独立事件的概率公

式与对立事件的概率公式 ，得

P（X ＝ ０） ＝ P（A
－

B
－

C
－

） ＝ （１ － p１ ）（１ － p２ ）（１
－ p２ ） ，

P（X ＝ １） ＝ P（AB
－

C
－

＋ A
－

BC
－

＋ A
－

B
－

C） ＝

p１ （１ － p２ ）（１ － p３ ） ＋ p２ （１ － p１ ）（１ － p３ ） ＋ p３ （１

－ p１ ）（１ － p２ ） ，P（X ＝ ２） ＝ P（A
－

BC ＋ AB
－

C ＋

ABC
－

） ＝ （１ － p１ ）p２ p３ ＋ （１ － p２ ）p１ p３ ＋ （１ －

p３ ）p１ p２ ，

P（X ＝ ３） ＝ P（ABC） ＝ p１ p２ p３ ．
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