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实施问题导学教学 培育数学核心素养

——以“简单几何体的外接球’’复习课为例

518118 广东省深圳市坪山高级中学 鲍 健 马 珂 王 菡

摘要：在“简单几何体的外接球”复习课中，笔者在学生最近发展区设计问题链，对学习内容和问

题解决进行导学和探究，促使学生主动学习，实现对知识和方法的归纳和提炼，落实对数学核心素

养的渗透和培育．
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1问题提出

《普通高中数学课程标准(2017年版)》指出：

“高中数学课程以学生发展为本，落实立德树人根本

任务，培育科学精神和创新意识，提升数学学科核心

素养．高中数学教学以发展学生数学学科核心素养

为导向，创设合适的教学情境，启发学生思考，引导

学生把握数学内容的本质．数学学科核心素养包括：

数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、数学运算

和数据分析．这些数学学科核心素养既相对独立又

相互交融，是一个有机的整体．”[1 3

培养高中生数学核心素养的主阵地是数学课堂

教学，需要在理论的指导和目标的引领下，通过课堂

实验教学寻求培养学生数学核心素养的策略和方法．

笔者认为，教师首先要树立培养学生数学核心

素养的意识，以发展学生数学学科核心素养为导向，

将其渗透到课堂教学的设计、实施和评价全过程．其

次，要在建构主义理论和马赫穆托夫问题教学论指

导下，利用“五何”问题法创设合适的问题情境和问

题链，将数学知识和核心素养内涵的承载和呈现问

题化．最后，要通过问题导学激发学生思考和探究，

让学生经历发现、分析、解决问题的过程，了解和应

用研究问题的方法，体验主动构建知识新意义和框

架的探究过程，引导学生把握数学内容的本质，潜移

默化地培育其数学核心素养．

2课例背景

高三数学微专题复习是围绕一个微主题进行研

究和学习的教学活动，是二轮复习的重要形式，教学

时长通常为两节课或更长．在教师的主导下，由易到

难，由浅及深，在学生最近发展区设计问题链，引发

学生思考，引导学生探究，在发现、分析和解决问题

的过程中，主动重组和构建知识体系，总结提炼方

法，汲取数学核心素养养分．这其中，问题的设计和

教学的掌控是数学核心素养落地生根、开花结果的

关键所在，笔者运用“五何”问题法创设合适的问题

情境和问题链，在本节课进行了实验教学．

2．1课例简介

笔者所在学校与华南师范大学进行“1+1+2+

N项目”合作，近期开展了名师工作室和市课题研讨

课活动，高三复习课“简单几何体的外接球”是其中的

一节．研讨的主题是在高三数学复习课堂上，教师如

何创设问题情境，让学生经历发现、分析、解决问题的

过程，落实对学生数学核心素养的渗透和培育．

2．2教材分析

简单几何体外接球问题是立体几何的难点和高

考重要考点．在研究简单几何体外接球问题时，外接

球球心位置是关键，半径的求解是核心，这既要运用

空间几何体和球的知识，更要关注构造几何体几何

元素与球半径间的几何关系，这对解决问题尤为

重要．

2．3核心素养分析

在研究简单几何体外接球问题时，需要通过学

生的直观想象，建立几何体与球相对的空间位置，想

象或画出直观图，利用截面图来描述和构建几何关

系，将空间几何问题转化为平面几何问题，对学生直

观想象、逻辑推理和数学抽象等核心素养有较高

要求．

2．4学情分析

学生已经复习了空间几何体的结构特征和柱、

锥、台、球的表面积和体积公式，对正方体和长方体

较为熟悉，这是学生的已有认知．

国家级示范高中高三学生具有较强的好奇心、

求知欲，感性认识较好，但空间想象力、抽象思维和

自主探究问题的能力不强．学生遇到球类问题不能

较好地进行直观想象，常陷入画不出几何体直观图
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的窘境，无法实现空间到平面的转化，抓不住几何体

的结构特征，确定不了球心位置，求解不得球半径．

2．5教法学法

建构主义理论认为，学生只有参与教学和问题

探究过程，才能建立自己的认知结构，才能灵活运用

所学知识解决问题，才能发展、创新．[2]

在建构主义理论指导下，根据本节课内容特点，

在学生最近发展区设计问题链，由学生最熟悉的正

方体和长方体的外接球问题出发，延展到能够补形

转化为长方体外接球模型的问题，拓展到纬线圈模

型中大圆和截面圆半径及棱柱外接球问题．通过问

题导学教学法循序渐进，在师生交流、探讨、质疑、思

辨、总结中，在探究、分析和解决问题的过程中，帮助

学生完成知识体系的重组构建，渗透直观想象、逻辑

推理和数学抽象等数学核心素养的培养．

3教学回顾(节选)

3．1研析真题。组合知识

教师课前遵循知识和问题链递进的原则设计问

题导学学案，学生课前分组合作探究学案问题，教师

提前收集学生自学疑难点，据此实时调整教学．

师生活动 教师展示近五年高考试卷涉及外接

球的10道试题(如表1所示)并提问．这些问题有共

同点吗?解决此类问题的关键点是什么?

设计意图：展示高考真题让学生认识到简单多

面体外接球问题是考频较高的考点．研析高考真题，
较好地激发学生学习热情，并引导学生发现解决此

类问题的关键是确定球心位置．

师生活动 教师提问，通过观察和分析上述高

考试题，你觉得解决此类问题需要哪些知识?

表1

正弦定理：在AABC中，若角A，B，C所对的边

分别是口，b，c，R NAABC外接圆半径，则三云一

志一盎=2R．
半径为R的球的体积公式：V=÷枳3．

半径为R的球的表面积公式：S=4 7cR2．

多面体的外接球：在空间中，如果一个定点到一

个简单多面体的所有顶点的距离都相等，那么这个

定点就是该简单多面体的外接球球心．

设计意图：学生自主整理储备知识，构建知识网

络结构，引导其将问题抽象成问题模型．

3．2探究问题，构建模型

探究1 基础模型——长方体的外接球

问题1 长方体的外接球的球心是其体对角线

的——．
(1)如图1，长方体同一顶点A出发的三条棱长

分别为AB一口，AD=b，AA，一c，则它外接球的半径

R为——；
(2)正方体棱长为口，则它外接球的半径R为

师生活动 教师提出

问题．球心位置具有什么几

何性质?怎样找到这样的

定点?学生易知长方体体

对角线的中点到长方体各

顶点距离相等，它就是长方

体的外接球球心，体对角线

A，C即为球直径． 图1

2020年 2019年 2018年 2017年 2016焦

题号 分值 题号 分值 题号 分值 题号 分值 题号 分值

2017年新课标高考数学I
2020年新课 5分 2016年新课

卷文科第16题 标高考数学标高考数学
5分 5分

Ⅱ卷文科第
2018年新课 2017年新课标高考数学Ⅱ

Ⅱ卷理科、

11题
2019年新课 5分 文科第4题

标高考数学 卷文科第15题
标高考数学

5分 Ⅲ卷理科第 5分
I卷理科第

10题、文科 2017年新课标高考数学Ⅲ 2016年新课

2020年天津 12题 5分
第12题 卷理科第8题、文科第9题 标高考数学

市高考数学 5分 Ⅲ卷理科第 5分

第5题 2017年天津市高考理科数
5分

10题、文科

学第10题 第11题
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长方体外接球半径R=乌≤=_1／a2+b2+d，正
厶 厶

E

方体外接球半径R-％i／o n．

设计意图：设置问题链引导学生探究和掌握长

方体的外接球模型及外接球半径公式，为解决复杂

问题打下模型和方法基础．

探究2化归转化——可补形为长方体或正方

体的几何体外接球

问题2(2019新课标高考数学工卷理一12改编)

已知三棱锥P．ABC的四个顶点在球O的球面

上，PA=2，PB=PC=-1，且PA、PB、PC两两垂直，

求球0的体积．

师生活动 学生审题、思考和讨论，由PA、PB、

PC两两垂直联想到教室物理空间——墙角模型，可将

其补形成长方体，再利用探究1的结论即可解答．

设计意图：递进设置问题，应用化归和转化思

想，将可补形为长方体的几何体外接球问题转化为

长方体的外接球问题，拓宽数学模型适用范围，渗透

数学抽象．

拓展练习1 已知三棱锥的各条棱长均为1，求

其外接球的表面积．

师生活动：学生对如何定位三棱锥外接球一筹

莫展，教师提出问题导学．能否找到与之相关的正

方体?

学生虽熟悉正四面体，

但将正四面体补形为正方体

并不易，引导学生利用知识
‘

储备反其道而行之，在正方

体中构造正四面体．如图2，

三棱锥B。一ACD。即为正四

面体，故该题可补形正方体
“

后再解决． 图2

Cl

C

设计意图：突破只有三条棱两两垂直的三棱锥

才能补形为长方体或正方体的思维定势，练习了补

形法．

问题3按照拓展练习1的思路，哪些几何体

可以补成长方体?你说出全部了吗?你能在长方体中构造出怎样的几何体?如果我生—。
们先在长方体的上底面选择一个———_1
点P，如图3，在下底面任选三点， l：
那么有哪些常见的可补形为长方 l：⋯⋯一JJR体的三棱锥?有这样的棱柱和四孚L—_
棱锥吗? 。．

师生活动学生动手尝试，讨

论后以小组展示的方式公布探究成果．教师追问，如

果我们不限定在上底面取点P，又会怎样?
P

D C

图4-3 图4—4

(1)AB、AP、AD两两垂直(墙角，如图4—1所

示)；(2)鳖腈(四个面都是直角三角形，如图4—2所

示)；(3)底面为直角三角形的直三棱柱(如图4—3

所示)；(4)阳马(PA上面ABCD，ABCD为矩形，如

图4—4所示)．

设计意图：对不常见的三棱锥进行补形较为困

难，此处转化思路，若能掌握在长方体中能构造哪些

三棱锥、四棱锥和棱柱，则能较好地解决需将几何体

补形为长方体的问题．

师生活动教师介绍相关数学传统文化，如《九

章算术·商功》提到的“斜解立方，得两查堵．斜解塑

堵，其一为阳马，一为鳖膈”(如图5—1、图5—2所示)．

图5—1

阳马 鳖餍

图5—2

设计意图：教师介绍相关传统文化知识，约

2000年前中国的数学专著《九章算术》中就对此有

相关阐述，增强学生的民族自信心和自豪感．

探究3球中圆——纬线圈模型

舒圆
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问题4如图6，球的一个截面圆的圆心为07，

思考以下问题．

(1)设球心为0，则直线007和圆07所在的平面

的关系为——；
(2)记截面圆07半径为r，球心O到截面圆圆心

0，距离OO 7一d，则球的半径R一

师生活动 教师提出问

题．用平面截球，得截面圆，如

何确定截面圆的位置和大小?

学生独立思考解答问题．

设计意图：球中截面是将

空间问题转化为平面问题常用

的图形，教师引导学生抓住三

个几何量r、R、d建立几何关系

图6

R 2=r2+d2，构建纬线圈模型．这是至关重要的，渗

透对学生空间想象和数学抽象能力的培养．

问题5(2017新课标高考数学Ⅲ卷理一8，文一9)

如图7，已知圆柱的高为1，它的两个底面的圆

周在直径为2的同一个球的球面上，则该圆柱的体

积为( )

A．7c B．警
师生活动教师提出问

题：如何画出一个内接于球

的圆柱?学生动手作图后发

现，利用两个全等且平行的

纬线圈即可作出一个内接于

球的圆柱．

设计意图：利用纬线圈

模型研究圆柱的外接球，深 图7

化学生对纬线圈模型的认识，提升其空间想象力．

拓展练习2(2010新课标高考数学I卷理一10)

设三棱柱的侧棱垂直于底面，所有棱的长都为

口，顶点都在一个球面上，则该球的表面积为( )

■

A．7c口2 B．÷7c盘2
．)

1 1

C．-171 7【n2 D．5 7cn2
o

问题6如何画出一个内接于球的直三棱柱?

怎样确定其外接球球心的位置?

师生活动教师引导学生

利用已掌握的知识和方法解决

新问题，学生研讨后发现三棱

柱的上下底面三角形外接圆可

转化为互相平行的两个纬线

圈，直三棱柱的外接球问题则

可转化为圆柱外接球问题(如 图8

图8所示)，故可借助问题5的方法求解．

设计意图：将直棱柱的外接球问题转化为圆柱

的外接球问题，用已知解决未知，通过问题导学，深

化学生对转化思想和抽象模型的认识．

4教学后记

后现代教学理念认为：“教学过程主要是学生主

动学习和建构的过程．”[3]建构主义理论认为：“学习

是在教师指导下的、以学生为中心的学习，教师是意

义建构的帮助者、促进者，学生是信息加工的主体，

是意义的主动建构者．”[21本节课中，教师主导课堂

教学，采用问题导学教学方法，通过层层递进的问题

链指引学生学习，学生主动参与教学，突出学生经历

探究、发现、总结和建构模型的过程，落实培养学生

数学核心素养的目标．

4．1创设“五何”问题，践行问题导学

笔者利用祝智庭教授和闫寒冰博士在4MAT

模式基础上拓展而提出的“五何”问题设计法，创设

合适的问题情境和问题链．

4．1．1“由何”

“由何”通常指以From引导的问题，它可以作

为情境的依附对象，强调与事物对象相关的各种情

境要素的追溯与呈现．[43

本节课的简单几何体的外接球问题较为繁杂，

高中阶段不可泛而谈之，需在学生认知范围或最临

近发展区内设置问题．本节课的所有问题都来自几

何体的组合体知识和高考试题的考查点，其研究的

内容、范围和难度都以课程标准和近五年的相关高

考试题为标准，实现知识点负载的学生层次思维和

核心素养的考查和培养．
4．1．2“是何”

“是何”通常指以What引导的问题，主要涉及

事实性知识的回忆与再现，或者是通过说明、解说、

转述来阐明某种事实性的意义，它的解决通常对应

着获取事实性的知识．[4]

本节课伊始时，教师引导学生整理和审视储备

知识的问题，为后续问题解决做好准备．

4．1．3“为何”

“为何”通常指以Why引导，对问题的回答进行

恰当准确的解释和推理，指向一些表示目的、理由、

原理、法则、定律和逻辑推理的问题，它的解决通常

对应着获取原理性的知识．[41

问题1、问题4和问题5的设置引导学生建立

长方体和纬线圈模型，是本节课重要而坚实的基础，

帮助学生获得原理性的知识和方法．

4．1．4“如何”

“如何”通常指以HOW引导，指向一些表示方
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法、途径与状态的问题，主要侧重于关注各类过程与

活动中关于技能、流程性的知识解答，通常蕴含于人

们的技能与实践流程之中，它的解决通常对应着获

取策略性的知识．[41

问题2的设置帮助学生面对纷繁复杂问题时，

利用转化的思想，将未知问题转化为已知问题，以不

变应万变．

4．1．5“若何”

“若何”通常指以What⋯if⋯引导的问题，侧重

于要求学习者推断或思考如果原有问题或事件的各

种要素和属性发生了相应变化时，会产生什么样的

新问题和新结果．此类问题复杂多变，易于产生思维

迁移，通过解决若何问题，易于使学习者获得创造性

的知识．E4]

问题6的设置给学生制造了一定的困难，三棱

柱外接球直观图较难画，教师只画截面图，学生难以

理解和掌握．教师引导学生突破三棱柱本身，利用纬

线圈模型探究三棱柱底面的外接圆，使问题得到较

好解决，实现了知识和思维的迁移，创造性地解决了

一类问题．

4．2开拓逆向思维，培育思维品质

面对问题3的小问(1)“按照拓展练习1的思

路，哪些几何体可以补成长方体”，学生能得到一些

答案，但可能会局限于三条棱两两垂直．教师的追问

“你说出全部了吗?”会给学生造成较大困扰，在此基

础上教师抛出第二个问题“你能在正方体中构造出

怎样的几何体?”开拓学生逆向思维，把还原转化为

构造．为了不使学生的思路过于开放，教师设置具体

问题情境“如果我们先在长方体的上底面选择一个

点P，如图所示，在下底面任选三点，那么有哪些常

见的可补形为长方体的三棱锥?”使学生有的放矢，

进而再拓展到“有这样的棱柱和四棱锥吗?”

教师利用问题引导和促使学生逆向思维，学生

思路由寻找哪些可补成长方体的几何体，转变为在

长方体中能构造哪些几何体，学生获得创造性解决

问题的思维方法，逻辑推理和空间想象核心素养得

到培养．

4．3学生主动探究，培养核心素养
4．3．1教师的主导作用与学生主体地位

本节课中教师的主导体现在三方面．一是问题

的设置主导着课堂教学的进程和研究方向．二是在

学生困惑时，教师适时给予启发、引导和帮助．三是

在总结阶段，教师汇集学生探究成果，适当纠偏、提

炼和提升．

学生的主体地位主要体现在以下三方面．一是

在“问题导学”中，学生是在探究和解决问题过程中

完成学习的，深入教学的过程之中．二是几乎所有的

认识和结论都是学生在解决问题过程中发现和总结

的．三是学生经历了学习过程中的困惑、艰辛和喜悦

等情感体验，这是教师教学的结果，更是学生自主学

习的经历．

4．3．2学生经历问题解决和核心素养培育过程

本节课的课堂是开放式的，共需解决五个问题，在

教师的主导和问题导学下，通过生生间合作探究、师生

对话、学生思辨，帮助学生树立善于思考、总结和归纳

的科学精神，实现培养关键能力和核心素养的目的．

面对问题1，学生基本能够自主解决．一是因为

长方体和正方体较为简单，二是学生已掌握求球心

位置的方法．学生能够先找到长方形ABCD的外接

圆的圆心即面对角线的交点，过圆心作面ABCD的

垂线，则垂线上任何一点到ABCD的顶点距离都相

等，只需在垂线上找一点使其到其他点的距离等于

到A点的距离，此点即为球心．学生自主得出最基

础的长方体模型．

问题2是一道高考试题改编题．解题伊始，学生

并没有想到要补形为长方体，而是利用找外接球球

心常规方法，构造平面几何关系解出球半径．此通法

是值得肯定的，教师在此基础上提出是否有更好的

方法，引导学生结合问题1的研究成果重新思考问

题，发现可通过补形将问题转化为长方体的外接球

问题，展示出化归这一数学思想方法的魅力．

问题3对学生有一定的挑战性，教师的适时引

导和帮助是很重要的，其中逆向逻辑推理尤其难能

可贵，具体过程不再赘述．

问题4中的球中圆即纬线圈模型学生应已掌

握，只需强调d和r分别用来确定截面圆在球中的

位置和大小，让学生掌握R2=r2+d2即可．教师引

导学生将问题5抽象成纬线圈模型，轻松解决问题，

渗透数学抽象核心素养．

问题6中棱柱的外接球问题是难点，直观图不

好画出，学生感觉到棘手．教师及时出手相助，引导

学生认识到用平面截球都能得到圆面，帮助学生联

想到纬线圈模型，培养学生感性直观想象和理性逻

辑推理能力．
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