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巧妙利用统计与概率的关系提升学生数学核心素养

——以一堂“超几何分布"课程设计为例

200231 上海市上海中学 刘 琴 刘 姗

摘要：超几何分布是传统概率的一部分，是学生和教师都认识却不熟悉的分布，超几何分布的分

布列研究和期望的证明一直是教与学的重点和难点．笔者通过一节公开课的教学设计，从实际背景

出发，利用超几何分布和二项分布的对比，提出超几何分布的分布列讨论；利用现代科技手段探究

超几何分布的期望；从统计的角度加强学生对组合数的理解，并指导学生完成超几何分布期望的严

格证明；巧妙利用统计与概率的关系提升学生数学核心素养．
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学科核心素养是育人价值的集中体现，是学生

通过学科学习而逐步形成的正确价值观、必备品格

和关键能力．《普通高中数学课程标准》指出，数学核

心素养包括数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想

象、数学运算和数据分析．

面对最基础的数学课堂教学，教师一直在探索

如何在课程设计中体现数学核心素养，让学生通过

课程的学习学会在情境中抽象出数学概念，学会利

用现代科技模拟数学问题，提升对数学问题的理解，

积累依托数据探索事物本质、关联和规律的活动经

验，形成规范化思考问题的品质，养成严谨求实的科

学精神．

笔者以一节超几何分布课的课程设计为例，探

讨数学核心素养在课堂中的体现．

一、情境问题

用熟悉的情境引入超几何分布这个学生相识却

不相知的分布．

某商场为了吸引更多顾客，特在“双儿”时举行

抽奖活动，顾客从装有10只球(4只黄球、6只白球)

的箱子里随机抽取2只球，若都是白球，则不中奖；

若有1只黄球，则中二等奖，奖励购物券100元；若

有2只黄球，则中一等奖，奖励购物券200元．每位

顾客只能参与一次抽奖，商场向顾客提供以下两种

选择．

1．采用放回抽样的方式，即每次取球后放回，充

分混合后再抽取第二次．

2．采用不放回抽样的方式，即每次取球后不放

回，从剩余的球中再抽取第二次．

问题1如果你当天恰好在现场，你会采用哪

种抽样方式?为什么?

问题2如果你是商场总经理，你希望顾客采

用哪种抽样方式?为什么?

设计意图：从实际情境出发，引导学生用数学语

言表达实际问题，并以单元的视角提出研究超几何

分布的必要性，激发学生探索的兴趣．

简化问题 已知箱中有10只球(4只黄球、6只

白球)，从中随机抽取2只．

1．若每次抽取后放回，设抽到黄球的个数为X，

求X的分布列．

P(X一0)一C!·0．40·0．62

P(X一1)一C；·o．41·o．61

P(X一2)一C；·O．42·O．60

E(天)一O·O．36十l·O．48十Z·0．16一O．8．

2．若每次抽取后不放回，设抽到的黄球个数为

y，求y的分布列．

附刊一警
P(y一1)一咚善

P(y一2)一警

E(y)一0·0．33+1·O．53+2·O．13一O．8．

思考l从顾客的角度来看，为什么选择放回

抽样?为什么选择不放回抽样?(从决策论的角度

探讨)
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引导对比获得不同奖励的概率，如获得奖励

的概率或获得大奖的概率．

思考2两个分布的期望是一样的，这是巧合

还是存在某种内在的联系?

引导放回抽样是学生已经熟悉的二项分布，

带领学生回忆二项分布的条件．

提问 不放回抽样的分布是不是也有一定的

规律?

变式l 若袋中有10只球(4只黄球、6只白

球)，从中随机抽取5次，都不放回，设抽到的黄球个

数为y，求y的分布列．

设计意图：在不放回抽样的情形下，黄球个数y

的取值会受到取球个数和袋中原有黄球个数的限

制，故设计此变式，引导学生讨论y的取值，为进一

步抽象概括做准备．引导学生讨论如下．

1．抽到的黄球个数y可能的取值是多少?(引

导学生讨论y的最大可能取值是在原有黄球个数

和抽取球个数中取大)

2．对应不同取值的概率是多少?(引导学生在数

字改变的情况下进一步探索超几何分布的分布列)

P(y—o户骘#
乙io

P(y一1)：里錾
L10

P(y一2户粤善
L10

P(y一3)一骘墨
Lio

P(y一4)：骘擘
乙10

所以P(y一走)一Q娑，是一o，1，⋯，4．
L1()

二、抽象概括

问题3如果将实际问题中的具体数据变成字

母，是否可以抽象出超几何分布的分布列?

变式2若袋中有N只球[M只黄球、(N—M)

只白球]，从中随机抽取n次，都不放回，设抽到的黄

球个数为y，求y的分布列．

设计意图：从具体的数字到抽象的表达是形成

理性思维的过程，利用熟悉的情境进行抽象概括，为

表l

更一般情境下的抽象定义奠定基础．

问题4如果不以球作为背景，能否进一步抽

象出超几何分布的定义?

引导讨论并提出超几何分布的定义．

超几何分布 设N个元素分为两类，其中M

个属于第一类，(JN—M)个属于第二类．从中按不重

复抽样取行个，令y表示这行个样品中第一类的元

素个数，则y的分布称为超几何分布(Hypergeo—

metric Distribution)．记作y～H(竹，M，N)，且P(y

一是)一垦垒婴，是一o，1，2⋯，m，m—min(M，门)，
乙～

订≤N，M≤N，n，M，N为正整数．

y的分布列如表1所示．

三、归纳猜想

问题5我们在情境问题中讨论过，顾客会根

据自己对获得奖励与否或奖励金额的偏好进行选

择，但从商场经理的角度而言，两种选择所需发放的

购物券金额是一样的，这一结论由两种分布的期望

所支持．如果有放回地抽样，X表示抽到的黄球个

数，则X服从二项分布B(行，p)，期望是E(X)一

行声．如果不放回地抽样，y表示抽到的黄球个数，则

y服从超几何分布，超几何分布的期望是什么?

设计意图：鼓励学生大胆猜想，试图找到超几何

分布与二项分布的期望的相关性．

四、模拟实验

问题6为了验证我们的猜想是否可行，在试

图证明之前，我们还可以用什么样的方式进行探究?

设计意图：鼓励学生用不同方式进行探究，验证
^／r

猜想E(y)一，z·等成立的可能性．可以是实物模拟
』Y

(从袋中取球)，也可以是用图形计算器生成随机数

进行模拟(具体操作如图1所示)，更鼓励学生使用

大数据模拟的方式(学生编写了R语言程序，具体

操作如图2所示，具体链接为https：／／charlieji—r．

shinyapps． io／Hypergeometr-c—Simulation—APP—

Charlie Ti／)．

y O 1 2 m一1 ，咒

C‰·C≈M Cb·C≈二_1M C玉·C氍％ C扩1·CF付1 C街·CF*
P(y)

C≈ C≈ C≈ C≈ C≈
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雁皿狙硇踞圈
lower：1

uPPer：i0
n：5

■_

H目TH h^M cHPL×圆FM
1：rand

2：nPr

3：nCr

4：+

5：randInt(

6：randN0r_(

7：ran曲ln(
睡ra嘣Int№ReP(

⋯ ^，哥‘粤勇?
randIntNOReP(1．10．5)

(4 8 10 2 6】

randIntNOReP(1．iO．5)

(6 4 3 9 2)

randIntNORep(1．iO．S)
(6 4 8 10 7】

randIntNoRPP‘1．10．5)

(7 1 2 8 4】

哥1 图形计算器生成随机数模拟抽样

■■

1_尸
罔2 It讯。1i程序生成随机数模拟抽样

五、推理证明

问题7经过模拟探究后，应该进行严格的推

理证明．

设计意图：对猜想的严格证明可通过组合数的

展开进行，但计算比较繁琐，若利用组合数的性质，

一方面可以使证明过程更加简洁，另一方面可以加

深学生对组合数性质的理解．

引理1忌C‰一MC斜。．
引理2 C‰C≈一M+CkC乒M+C‰C缸_2M+⋯+

C街C符‰一C≈．

第一步：探究引理1

严格证明：‘．‘C≈一 盟!
竹!(N一行)!’．。觚‰珀志K： ＼』y1 K，二

一 丝!
(走一1)!(M一是)!

一个班有膨位阍学

从中选出七位同学参加运

动会入场式表演

并从霓位同学中选择

一位作为负责人

c盘· q =嘞·C2=蜮_■■_％·瞄=％·瞄=蚶
酮3

一M·瓦二咎}高兰丽一M·c斜。．
概率的思想理解如图3所示．

第二步：证明E(y)一九·筹
因为如表l所示，由期望的定义得E(y)一0·

警⋯紫⋯警+．．一·
C薪CF孙

C≈

由引理1，志C‰一MC斜。，将所有分子的前半部

分乘法简化如下：

附，一。·警+··警+2·
学+．．．+m．学一击(1．％c尚+—弋石一十⋯十m’—弋雨一一瓦。1‘乙衍乙如』M十

2·c勃c缸_2M+⋯+m·c衍c舡‰)一寿(M·

C‰，C矧M+M·Ck。C‰+⋯+M·C筘1C隔)
①．

进一步提出共同项，得到①式一筹(c‰
+Ck。C箭南+⋯+C缸jC箭昂)．

提问 此时括号中的和是多少?

引导学生从分布列的性质讨论，得到引理2：

C‰C＆M+CkC舡1M+C‰C符2M+⋯+C筋C纣玢一C≈．
思考 如表1，分布列中所有概率的和是多少?

学生已经了解分布列的性质，能够回答和为1，

即警+警+警+．．．+警乩
将分母移到右边，得到C‰C≈一M+CkC斜M+

C玉C箭南+⋯+C筋C犯新=C≈．

思考证明过程中，括号中的和是多少?

通过如图4所示的过程，学生能够快速了解要

求的和等价于从(N一1)个元素中取出(九一1)个第

一类元素的所有情况，故可以得到：

括号中的和一筹(c‰。c斜M+cb一，c箭南+⋯

]．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．_J

li：嘞=吲l

酮4
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+c稍c确)一磐．c乒。②．
利用组合数的定义，学生能够快速完成余下的

证明，过程如下：②式一M·萨篑裂丽·掣
一M。石兰两。衬一M。寿．
六、总结归纳

(一)超几何分布与二项分布的关系

超几何分布与二项分布的关系如图5—1所示．

1．当N足够大时，放回和不放回对概率的影响

很小，超几何分布逼近二项分布．

2．利用R语言探究二者关系(如图5—2所示，

具体链接为https：／／charlieji—r．shinyapps．io／Hy—

pergeometric—Simulation—APP—CharlieJi／)．

(二)探索方法总结

本节课的探索方法为“观察一猜想一模拟一大数

据模拟严格证明”，这一探索方法(过程)非常重要．

七、结语

本节课是一节“双新”展示公开课，可以在“研直

播”观看(研直播一教研活动一数学学科教学展示课

及专家点评)，本节课的设计突出以下方面．

首先，从单元的角度来看，从实际情境出发，结

合二项分布提出超几何分布的概念及其均值的探索

与研究，培养学生从情境中抽象出数学概念、命题、

方法和体系的能力．其次，本节课大胆利用统计与概

率的密切联系，从统计的角度鼓励学生进行超几何

分布的研究，并利用统计的思想“一两拨千金”地完

成规范化的证明，学生形成规范化思考问题的品质，

养成严谨求实的科学精神．从教学过程来看，本节课

非常注重数字化学习的引导，利用图形计算器、R语

言等工具模拟随机过程，帮助学生探索；注重统计课

程的完整性，引导学生完整地经历了观察、猜想、模

拟、证明的过程．
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知识点设JⅣ个元素分为两类，其中M个属于第一类，(Jv—M)个属于第二类

凶牡心；口
从中随机抽取，1个，记y为，1个中属于第一类的个数

■_
———一

y～曰(n，p)

尸(y=女)=礴p2(1一p)”一tt=o，l，⋯，n

期望值顾y)=，妒

■——一

■■_
l，一麒n，M奶

P(y：七)：壁凳鱼，t：o，l'2'⋯，m，m：min(M，l】、 ’ n 、。7

^≤Ⅳ．M≤Ⅳ．^．腻Ⅳ∈N4

图5—1 二项分布与超几何分布的知识点总结
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一日2+2口6+62以及(n+6)(n一6)一口2—62，此时就

可以参考浙教版教材“如果把(日一6)2写成

r日+(一6)]2，就可以由两数和的完全平方公式写

出两数差的完全平方公式”，将(日+6)2一日2+2日6+

62与(日一6)2一日2—2n6+62两个公式进行比较．

这样的引领性问题体现了如图6所示的乘法公

式的引出过程，更多地体现出学生的自主探究．

长点，从结构生成的角度进行合理、有效的设计，并

且设计好问题与活动，重点体现学生对于新问题的

研究思路与探究过程，这就是单元教学的魅力与价

值所在．

参考文献
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I公式探究l[>l公式归纳l[今l文字表述l[>l差异比较l [2]
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图6 [3]

以上两个方案在探究过程中，都关注到乘法公

式的特殊性，从数和形两个角度进行研究，在保持研

究角度一致的情况下，需要从数的角度对从形的角 L4J

度观察得到的结果进行验证，也可以从形的角度对

从数的角度探究归纳得到的结果进行说明与表示． 一一

因此，这两种方案设计都可以在一个课时的学生探
。。

究过程中得出三个特殊的乘法公式，同时也达成了

分开推导所不能达到的目标：分辨各个公式各有什 r6]

么样的特点，以及进行各个公式差异的比较．

知识结构化不仅体现在单元或章节的复习环节 [7]

中，而且应该体现在新课的教学中．找到知识的生
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