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高中数学教学中培养学生直观想象素养的策略初探

201700 上海市青浦高级中学 胡彰迪

摘要：笔者在解读直观想象素养内涵及行为表现的基础上，通过问卷测试的方式调查高中生直观

想象素养水平，剖析当前高中生直观想象素养的表现状况，进而结合案例，对培养学生直观想象素

养的策略进行探究．
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直观想象是数学学科的六大核心素养之一，培

养学生直观想象素养是高中数学教学的一项重要任

务．《普通高中数学课程标准(2017年版2020年修

订)》(以下简称“课标”)指出：“高中数学课程以学生

发展为本，落实立德树人根本任务，培育科学精神和

创新意识，提升数学学科核心素养．”课标提出的数

学核心素养中，直观想象素养是指借助几何直观和

空间想象感知事物的形态与变化，利用空间形式特

别是图形理解和解决数学问题的素养．

一、直观想象素养解读

(一)直观想象素养的内涵

课标指出，直观想象主要包括借助空间认识事物

的位置关系、形态变化与运动规律；利用图形描述、分

析数学问题；建立形与数的联系，构建数学问题的直

观模型，探索解决问题的思路．因此，直观想象素养是

学生学好数学必不可少的．学生在储备了几何图形及

空间思维的基础知识后，以图形为载体对数学问题进

行解读，找出研究对象的位置形态及变化规律，使数

学问题形象化和具体化，从而寻得结果．

(二)直观想象素养的主要表现

课标指出，直观想象主要表现为建立数与形的

联系，利用几何图形描述问题，借助几何直观理解问

题，运用空间想象认识事物．对于这四种表现，可以

做如下解读．

1．建立数与形的联系

数学是研究数量关系和空间形式的科学，数具

有概括和抽象的特征，形具有具体和直观的特征．以

形助数或以数思形，通过数形结合的思想方法，建立

数与形的联系，这是学习者最需要培养的一种素养．

正如华罗庚先生所言：“数缺形时少直观，形缺数时

难人微．数形结合百般好，隔离分家万事休．”

2．利用几何图形描述问题

利用几何图形描述问题，即能够借助几何图形

的形象关系描述一个相对复杂、抽象的问题，也就是

把研究问题图形化．利用图形描述数学问题，有助于

学生对事物关系产生直观的感知和认识．

3．借助几何直观理解问题

对空间形式和数量关系进行直接感知、整体把

握，从而把复杂的数学问题变得简明、形象，促进数

学的思考和想象．在数学学习中，很重要的一点即是

培养学生的数学直观．因为数学的结论常常是“看”

出来的，不是“证”出来的，这种“看”依赖的就是数学

直观．

4．运用空间想象认识事物

根据物体特征抽象出几何图形，根据几何图形

想象出所描述的物体，想象物体的方位和相互之间

的位置关系，描述图形的运动和变化．

二、高中生直观想象素养现状调查及归因分析

(一)高中生直观想象素养现状调查

直观想象素养在整个高中数学学习阶段有着重

要的作用，学生直观想象素养的培养和发展已成为

高中数学教师课堂教学的重要目标．为了解高中生

的直观想象素养现状，笔者对本校高三学生开展了

调查，调查主要采取测试的形式．测试卷的编制以课

标中关于学业水平考试和高考命题的建议为指导，

以函数、几何与代数、数学建模为内容主线，以课标

中对于直观想象素养三个水平的描述为标准；重点

考查学生运用图形和空间想象思考问题、运用数形

结合解决问题的能力以及通过几何直观洞察表面现

象的数学结构与联系、抓住事物本质的思维品质．

这次测试依据课标描述的直观想象素养的三个

水平，设置了九道题目，测试卷中的题目主要来源于

课标中的直观想象素养测评案例、高中数学教材中

的习题以及对高考试题的改编，满分为100分．测评

时，并不仅以结果正确与否作为评分依据，而是根据

学生解答过程确定所对应的分数，从而衡量学生直

观想象素养的水平．笔者以三道试题为例，对直观想

象素养的水平评价进行分析(如表l‘所示)．
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表1直观素养水平分析

试题及素养水平 过程及分析 得分说明

第1题(水平一)400m标准跑道的内圈如图所 跑道两端的半圆弧合起来是一个完整的圆，所以 分析并计算出圆的

示，其中左右两边均是半径为36m的半圆弧，求 弧形跑道的长度是2X 3．14X 36=226．08m，故 周长(3分)

每条直道的长度(圆周率取3．14，结果精确到 每条直道长度约为(400—226．08)÷2～-87m 求出每条直道的长

度(3分)

( )
第4题(水平二)若点A(1，0)与点B(4，0)到 与点AI：1，0：·距离为1的直线即以A为圆心，1 得出特殊直线z一2

直线l的距离分别为1和2，则这样的直线1有 为半径I }勺圆f向切线，与点B(4，0)距离为2的直 (3分)

几条? 线即以 B为I圆心，2为半径的圆的切线．故问题 画出完整示意图，

可转化：勾求0目A与圆B的公切线条数．如图可 找到另外两条直线

知，这树：的直线l有三条 并得出正确答案(7

Y 分)
2 A一厂<
a嗖 L B 5／x
-2 ● ＼√

第9题(水平三) 如图，在棱长为2的正方体 根据题意分析出点

ABCD—A1B。C。D1中，点P是平面ACC。A。上 P所围成的平面区

一动点，且满足瓦事·砷=o，则满足条件的所有 域为圆(8分)

点P所围成的平面区域的面积是—— 画出相关示意图，

Dl cl 并求得正确答案(8j签彳‘ 分)

^l -

占1I

I

I

I

nI

● ．』：．，．，一-··’。71

＼＼ ／／

A 口

(二)高中生直观想象素养现状分析

整个高三年级共452名学生参与测试，最终回

收有效测试卷443份，有效率为98％．学生得分情

况如表2、表3、图1、图2所示．

由表2数据可知，学生直观想象素养测试最低

分为18分，最高分为95分，标准差为16．8，说明不

同学生的直观素养水平存在一定的差异．由图l可

知学生直观想象测试得分大致满足正态分布，说明

测试题的设计比较合理，但是观察图2可以发现不

及格的学生所占比例偏高，这是值得注意的．

由表3数据可知，我校高三绝大多数学生对于

水平一的题目可以取得理想的分数，失分也多是由

于计算错误．水平二试题平均得分率为0．63，对于

将近半数学生而言，这几道题目存在一定的难度．尤

其值得注意的是第6题的得分率与其他几道同水平

的题目相比明显偏低，这道题原题是“若实数z，Y

满足z+y=12，求~／．r2+1+~／y2+16的最小值”．

对于直观想象意识较强的学生，很快能找到解题思

路，将~／z2+1+~／y2+16转化为缸2+1+
~／(z一12)2+16，然后可以看成点(z，0)到点

(0，一1)和(12，4)的距离和，问题迎刃而解．但是大

部分学生都是尝试用代数方法求函数y=缸2+1
+~／(z一12)2+16的最小值，最后都无从下手．可

万方数据
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见，很多学生存在的问题是无法将数学问题直观化，

借助图形解决问题．水平j的试题平均得分率仅为

0．35，这说明学生在水平三中表现不佳，绝大多数学

生还达不到直观想象素养水平==的要求．其中第9

题的得分率尤其低，这道题在表1已呈现过，很多学

生连第一步将点P的轨迹看作球面都理解不了，这

说明绝大多数的学生缺乏空间想象力，不能利用空

间形式感知图形的运动和变化．

表2总分统计量表

图1 测试分数区方图

表3 水平一、水平二、水平=i得分率量表

'

图2测试分数段比重图

-少于60

60—80

80-100

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

水平 水平一 水平一 水平一 水平二 水平二 水平二 水平二 水平：i

平均分 5．88 5．52 7．60 7．40 8．16 5．16 9．24 8．50

得分率0．98 0．92 0．95 0．74 0．68 0．43 0．66 0．53

平均得分率0．95 0．95 0．95 0．63 0．63 0．63 0．63 0．35

水平：鼍

2．72

O．17

0．35

三、直观想象素养的培养策略

课堂是学生素养形成的主要场所，教师是培养

学生核心素养的责任人．在数学教学中，教师要通过

向学生传授感知事物、发现问题及解决问题的方法。

指引学生在后续的学习过程中逐步习得直观想象能

力，形成直观想象素养．而教师自身对直观想象的认

识，以及对直观想象素养的重视程度，会对学生直观

想象能力的培养与提高产生很大影响．学生直观想

象能力不强，很可能是教师对培养直观想象能力不

重视造成的．基于上述调查，教师应从以下几方面着

手培养学生的直观想象素养．

(一)建立数与形的联系，培养高中生运用直观

想象的意识

高中数学很多知识既有“数”的特征，又有“形”

的特征，学生从两方面去认识和思考问题，才能拓宽

思路，提升直观想象素养．测试中很多学生得低分是

因为缺乏直观想象意识，不能建立数与形之间的

联系．

案例1 已知实数．r。r2、Y。、Y：，且满足条件
1

f‘l!+Yl 2—1，_2 2+Y2 1—1．．f1．￡’2+YI y2一÷，则

上生±型+上堕±型的最大值为
N 2 q 2

分析：本题是2018年上海市高考数学试卷的第

12题．因本题中的未知量较多。并且关系较为复杂，

所以仅用代数方法解题基本无从下手．如能关注到

．n!+y，2=1和_。2+y：2=1这两个表达式的特点，

就不难联想到单位圆，而_¨’!+y．y!这种形式又可

以联想到向量的数量积，对于上尘土当二且和

f’2+Y2—1

√2
，则可以联想到点到直线的距离，故此

题适宜通过构造几何图形来解决．

解：设P(’fl，y1)，Q(．￡’：，y?)．则由’fll 2+yI 2=

1“11 1+y2 2—1可知P，Q两点都在单位圆．r：+Y2

—1上，由、“．z：+yl y：=专可知砷·两=虿1，故

∞鲫伯∞∞∞∞加m

0

万方数据
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么POQ一60。，即△POQ是一个等边三角形，而

上_1±=兰二且+上：堕±娑二且就是P、Q两点到直线
q 2 qjZ

Z：_+y—l一0的距离之和．

如图3—1，设P在f上的投影为P7，Q在Z上的

投影为Q7，另设PQ中点为M，M在Z上的投影为

M，，原点0在z上的投影为07，则可得到I PP7 l+

QQ7 I一2 MM7 l≤2(I MO l+『()07 I)一

2阵+华)一万+拉，当M、0、M7=三点共线，且M、

0在直线同侧时，上卫±型+上堕±型的最
大值为√3+√2．

向量具有几何与代数

的双重属性，是引导学生利

用数形结合思考和解决问

题的好工具．教师要结合教

学内容，让学生挖掘代数符

号背后所隐藏的几何意义，

切身体会数形结合的魅力，

从而理解问题的本质，直观

＼ P，

P签癸’
蟛少Q＼、
图3一l

想象素养也在点滴之间得到提升．

(二)学会利用图形简化问题，夯实高中生运用

直观想象的基础

图形是数学的主要研究对象，利用图像描述和

分析问题，能将复杂问题简明化、形象化，有利于探

究问题并形成思路，进而得到结论．在高中数学学习

过程中，注重函数图像的应用是培养直观想象素养

的一条重要途径．

案例2 已知关于．r的不等式(2．r一1)2<a．f’2

恰有三个整数解，则实数反的取值范围为

分析：此题如果直接利用函数图像解，则意味着

y----(2．r一1)2的图像在y—n．r2的图像下方，而且

其横坐标为整数的点恰有三个．但是这两个函数的

图像都是抛物线，而且其中一个函数的二次项系数

还不确定，导致抛物线的开口大小也不确定，所以直

接画图就不太好处理．对此，可将已知条件稍作整

理，显然丑>0，故(2_一1)2<n√2㈢l 2If一1 l<

f厄r f．这样，只需画出Y—f 2_一1 f和Y一
『厄：．1的图像即可，而这两个函数的图像都是折线，
n影响的是折线的斜率，画图时容易控制．

解答：由(2_一1)2<nT2可知仅>0，故

(2T—1)2<引’2∞l 2_一1 I<l厄￡．1．在如图3—2所
示的直角坐标系中画出y—I 2,r一1 I和y—

I厄1．J的图像．由图像可知，√五<2≥0<矗<4，记
厂(．f’)一I 2．r一1 l，g(_)一I√it·1．

i。

＼

10．f一

┃

4 -9

次得到线段B。A。，A。B，，B。A。，A：B：，⋯，

B。A，，A，：B。．观察B，，坐标的特点，会得到什么发

现?由此推导求等比数列前行项和的公式?

，Ⅲ，

┏━

┃

┃

j

┃

万方数据
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生：根据平行线的作法，易得OB。一B。A，一n，

AlBl—B1A2一口q，A282一B2A3一aq2，⋯，A。一l B。一l

—B。一l A。一口q一1，A。B。一日q”，B。的坐标为

(a+aq+⋯+n矿～，a+口q+⋯+aq“)．记S。一a+

凹+⋯nq”1，则B。的坐标为(S。，S。+aq”)，因为

B。在直线Z z上，所以S。+aq”一qS。+n，从而得出

s。一生【二型(q≠1)．
1一q

问题2在上述条件下，若0<q<l，还能发现

什么?

生：若0(q％1，则l。与l：必定相交，可求得交

点坐标为(尚，尚)，当行一+。。时，B。无限逼近
两直线的交点，所以，liraS，，一limS。+。一≯L．

"—’” n—-c" 1 q

用上述方法推导等比数列前咒项和的公式比错

位相减法更为清晰，而且运算过程也更简明．在此基

础上，求无穷等比数列各项和的公式则是顺理成章，

也更能让学生理解公式的本质．数学教材中的很多

公式都有其特定的几何意义，如果教师在教学过程

中挖掘这些数学公式的几何意义，重视几何直观在

知识理解及问题解决方面的重要作用，那么学生运

用直观想象的能力也会得到进一步的提升．

(四)运用空间想象认识事物。增强高中生运用

直观想象的能力

直观想象素养的培养不应局限于利用平面图形

解决问题，教师还要引导学生对事物的空间形式进行

观察、分析和认知，对空间图形的点、线、面的位置关

系与变化进行空间想象，进而大胆猜想，深入探究．

案例4 如图3—4，边长为2的正方形ABCD

中，E，F分别是边AB，BC的中点，△AED，

△EBF，△FCD分别沿边DE，EF，FD折起，使A，

B，C三点重合于点A7，若四面体A 7EFD的四个顶

点在同一个球面上，则该球的表面积为 ．

F

D

图3—4

分析：求四面体外接球的表面积，关键是要算出

外接球的球半径．问题在于，即使四面体的所有棱长

都能算出，因为这个四面体不特殊，其外接球的球心

也很难确定，球半径更难以算出；但如能注意到

A7E、A7F、A7D两两垂直，并联想到从长方体一个

顶点出发的三条棱也具有这样的特征，就容易想到

将这个四面体置于长方体中进而解决问题了．

解：基于A7E一1、A7F—

l、A 7D一2，构造一个三条棱

长分别为1，1，2的长方体，将
u

四面体置于其中(如图3—5所

示)．根据对称性，四面体的外

接球即长方体的外接球，而长

方体外接球的直径即它的对

角线，故外接球半径R一

2 垣2，则s一
4nR2—6 7c．

在立体几何教学中，教师

A’ E

图3—5

要引导学生运用直观感知、度量计算等方式认识和

探究空间图形的性质，想象物体的方位和相互之间

的位置关系．学生在学习过程中，可利用长方体、球、

圆柱、圆锥等基本的空间几何体培养自身的空间想

象能力，进而提升直观想象素养．

四、启示

直观想象作为数学核心素养之一，在数学学习

中具有重要作用．教师在教学实践中应依据课标，加

强对学生直观想象素养的培养，将数学知识点的教

学与直观想象素养的培养有机结合，注重运用直观

图形启发和引导学生探究新知识，解决新问题．

另外，要重视让学生体验利用几何直观和空间

想象解题的便捷，并在惊叹这一思想方法奇效的过

程中，提高对它的兴趣．将直观想象素养的培养很好

地融人高中数学课堂教学，还需要不断地实践探索．
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