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方程与不等式中的数学思想

201108 上海星河湾双语学校 胡清溉

摘 要：笔者从国内外数学课程标准中方程与不等式的核心思想出发，对两者的概念进行结构化思

考，并将其融会贯通成一个概念体系．方程突破了算术的逆向思维，以静制动、化逆为顺，由基本的

等量关系建立起代数方程．方程与不等式更是数形结合的产物，“对立与统一”的关系使得两者之间

的联系更为紧密．抽象的概念体系能够逐步实现内部逻辑推理，并再次建立模型，以解决更多的问

题．方程与不等式所形成的数学思想需要在数学教学过程中加以重点渗透．
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现实问题中的数量关系分为相等关系和不等关

系两种．其中，相等关系衍生为“方程”，不等关系衍

生为“不等式”，方程和不等式是初等数学中解决数

量关系现实问题的有力工具之一，简洁高效．又因为

两者蕴含着丰富的数学思想，因此它们成为数学学

习过程中一个重要组成部分．受传统教育模式的影

响，部分教师在教学过程中忽视知识与概念背后的

数学思想，缺乏对于数学概念整体的思考．笔者以

“一次方程和不等式”为例，深入剖析在教学中需要

重点渗透的数学思想．

一、方程与不等式的核心思想

从数学学习的角度出发，概念既需要分类，亦需

要结构化的思考，将各种知识点和方法融会贯通后

抽象成一个概念体系，并能够使用该抽象的概念体

系逐步进行推理和建立模型，以解决更多问题．小学

到中学阶段，无论是国内还是国外的教材，都将“方

程与不等式”列为课程标准中的一个举足轻重的篇

章．以实际问题为背景，由基本等量关系而建立起来

的代数方程有着非常高的实用价值，用方程求解实

际问题能够以静制动、化逆为顺．另一个非常重要的

原因是，从代数角度来看，方程与不等式为“式”；而

从图形角度来看，方程与不等式则为“形”，它们更是

数形结合的产物．方程与平面以及空间几何图形(如

点、直线、曲线、平面、曲面等)都有对应关系；而不等

式则是以对应方程为边界的一些区域．方程与不等

式之间“对立与统一”的关系使得两者的联系更为紧

密，它们也是抽象思维和形象思维高度结合的产物．

二、方程的初步认识

方程的学习在国内外教材中普遍始于小学高年

级阶段，在此之前，学生基本使用算术方法解决问

题．用算术方法解决问题的过程中，学生有时会使用

逆向思维，而对于此类问题，使用方程求解能够起到

“化逆为顺”的作用．如《九章算术》中有以下盈亏

问题．

今有共买物，人出八，盈三；人出七，不足四，问

人数、物价各几何?

(1)算术方法求解：在每个人出的金额不变的前

提下，人数从8个变成7个时，原本总金额从还能盈

余3元变成亏损4元，则人数为(3+4)÷(8—7)一

7(个)，物价为8×7—3—53(元)．

(2)使用方程求解：假设有_个人，根据物价不

变性质列出等式8、r一3—7．r+4，z一7(个)．

在该盈亏问题的方程求解过程中，通过假设变

量，顺利地将一个实际问题转化为求解变量的问题，

体现出从具体到抽象的思想．通过假设变量，能够将

求解“已知”转化为“未知”，体现出化归思想．算术方

法的根本是找出“变化关系”，与算术方法相比，方程

的本质是找出等量关系，“以静制动”，通过分析等量

关系，从而能够更为简洁地解决实际问题．一年级到

四年级的学生基本使用算术方法解决问题，但随着

解决问题难度的增加，算术问题往往不容易求解，这

时方程就体现出它的优势了．例如，对于问题“把一

张正方形的纸剪成若干个小正方形，如果剪成边长

为2厘米的小正方形，剪出的小正方形个数比剪成

边长为3厘米的小正方形多20个，两种剪法都正好

用完纸，原来这张正方形纸的面积是多少平方厘

米?”根据正方形的面积不变，列出等量关系，根据两

种情况下原正方形面积的表示方法，可以得出相应

的方程．按照顺向思维，找准等量关系就能够迅速求

解，简言之，这就是“方程思想”．学生在小学阶段重

点学习一元一次方程的求解方式，一元一次方程的

解在数轴上实质即为一个点．作为方程的初步学习，

一元一次方程的思想也为后续初高中方程和不等式

的学习奠定了基础．
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三、方程的“式与形”

方程的“式与形”示意图如图1所示

厂I一元一次方程 H 点

I一次方程卜_H 二元一次方程 H 线

Lj 三元一次方程H 面

俐l

一次方程(或称线性方程)是初中学习的重点，

其主要包括一元一次方程、二元一次方程、三元一次

方程．与之相对应的是一次方程组，主要包括二元一

次方程组、三元一次方程组．

前文已经提及一元一次方程的解在数轴上体现

为一个点．再看二元一次方程，它的代数形式为Ar

+By—C(A，B，C是实数)，其在直角坐标系中所有

符合条件的点的集合{(“y)1Az-+By—C}为一条

直线，即一次函数．因而，在美国Common Core课程

标准中，二元一次方程被称为“Linear Equation

with two variables”(含有两个变量的一次方程)．作

为函数而言，其性质也值得深入讨论，在此仅从方程

组角度进行剖析．二元一次方程组在初中数学学习

中占据很重要的部分．对于二元一次方程组的解集，

从“数”的角度出发，可以通过联立方程组求得公共

解；从“形”的角度出发，可以通过绘制直线图形求得

公共解．将解集与公共点有机结合，这其中蕴含的就

是数形结合思想，无形的式与有形的图结合在一起，

把抽象的代数问题转化为形象化的问题，便于学生

理解和分析．典型例题如下．

例题某手机话费运营商提供两种话费套餐，

套餐1为基础月租费40元，此外每分钟收取o．2元

电话费；套餐2为月租费60元，不限电话使用时间．

请问每月打多少分钟电话时，两种套餐总价一样?

求解：假设每月打电话．T分钟，每月话费总价

为y元，则可以列出二元一次方程组』y一：：孙斗40．
【y—bu

f T=1 nn

通过求解，可得方程组的解r ：：。．
1y—bu

如果从图像上分析，可以清晰地看出这两个二

元一次方程代表的两条直线的位置关系是相交，而

交点(100，60)正是该方程组的解(如图2所示)．从

代数角度看，通过联立方程组得到公共解；从图形角

度看，两条直线的交点就是方程组的公共解．在该典

型例题的讲解过程中，将代数方程组的求解问题与

两直线位置关系结合进行教学，学生能够对于方程

组的本质有更深入的理解，从而更好地理解数形结

合思想．

．—／A=(100，60)——／
．—，—一—／一

J冬J 2

美国Common Core课程标准将二元一次方程

组中两个方程之间的兼容性和独立性分为三类，即

平行(无交点)、相交(1个交点)、重合(无数个交点)，

对应inconsistent system(不兼容系统)，consistent and

independent system(兼容且独立系统)，consistent and

dependent system(兼容且依赖系统)．

在国内外课程体系中，两条直线的三种位置关系

判断也有类似的阐述．美国教材在八年级讲解如何通

过直线的斜率和y轴截距进行判断(如图3所示)；而

沪教版教材中，这部分内容在高二年级讲解，采用的

方法基本为使用系数行列式进行判断．对比这两种方

法，其本质都是通过一定的代数式运算，得出有关图

形之间的关系，并能够得出方程组解的个数的判断．

图3

在内容安排上，国内外一致将二元一次方程组的

代数求解放在六年级、七年级左右，并强调通过“代入”

和“加减”消元法求解方程组，这样求解方程组的思想

即是“化归”的算法思想．学生在后续学习分式方程、根

式方程以及高次方程时，都可以使用化归思想，体会不

同类型的代数方程可以相互转化的辩证观点．以此类

推可以得到的是，三元一次方程的代数形式为Ar+毋
+Cz—D(A，B，C，D是实数)在空间坐标系中所有符

合条件的点的集合{(∞y，z)IAr+B乡+Cz—D)是以卵

一(A，B，C)为法向量的空间平面．一次方程从一元、二

元到三元，在代数形式上层层递进，在几何图形上步步
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进阶．中学阶段的方程学习基本到三元一次方程为止，

当延伸到高等应用数学分析等量关系时，线性方程具

备独特的规律性，许多非线性方程都可以通过线性方

程进行有效模拟，是数学建模的首选．

四、不等式的“式与形”

不等式的“式与形”示意图如图4所示．

1划1

一元一次不等式Ar>B或AT≥B(A，B是实

数)的解集体现为数轴上的某一段．例如，2T一6≤

一8的解集用集合表示为{．r T≤一1}或者

(一。。，一1]，在数轴上体现为以一1为端点(包括

一1)向左延伸的射线，这即是数轴表示法，数轴表达

方式也是数形结合的开端．对于一元一次不等式组

来说，结合集合关系建立起来的交集与并集的运算

更丰富了不等式组的内涵．例如，以下一元一次不等

式组(包含2个不等式)的解集表示如表1所示，假

设其中常量n>6，并仅讨论>或<的情形(≥或≤

表1

的情况可以类比得到)．

在美国Common Core课程标准中，一元一次不

等式组解集的表示被设置在八年级上学期学习，前

序知识为一元一次不等式以及集合的初步认识，这

让八年级的学生初步体会了数形结合的思想．不过，

因为涉及“逻辑判断”思想，基于集合概念的一元一

次不等式组的解集的运算，对于八年级学生来说仍

然是一个难点，所以，需要经过逐步消化后才能够在

高中进一步拓展，这也符合了美国教材螺旋上升的

基本框架．在国内的沪教版教材中，不等式组以交集

为关联方式的形式被设置在六年级下学期学习，前

序知识为二元一次方程组的学习，但这部分的内容

仅以基本不等式为表达形式，并没有加人集合的概

念，仅加强了以数形结合为主的不等式组在数轴上

的解集表示．沪教版教材涉及的集合概念将在高一

展开深人讲解，这也能够让学生在初中阶段更好地

打下运算求解、推理论证和数学表达能力的基础．此

外，沪教版初中教材的另一个特点是没有出现不等

式组以并集为关联方式的形式，但是学生在解决实

际问题过程中采用的“分类讨论”策略，其实就是并

集逻辑思想的具体体现．

一元一次不等式组的解集表示(日>6)

交集的式 交集的形

●卜————-=—’——1

(一。。，d)n(一。。，6)一(一。3．6)
1

L 上
-

6 Ⅱ

r

(d．+。。)n(6，+。。)一(口，+n，) L 上 7．

扫 口

． -

(一∞，日)n(6，+∞)一(6，口)
1

l 土 ．

扫 口

(口，+。。)n(一cⅪ，6)一D 卜]r_—’．
6 口

7

并集的式 并集的形

J

(一。。棚)U(一∞．6)一(一c×，，Ⅱ)
1 ’

工 1 ．

，

6 “

一
r

(日，+。。)U(6，+。。)=(6，+一) 工 j 7．

r

6 口

(一。。，d)U(6．+。。)一(一。。，+c”)
1

上一『 上 ．

6 口

(日．十o，)U(一。。，6)=(口，+。。)U(一∞，6) ●]r_——呻．
6 矗

’
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二元一次不等式的代数形式为At’+By>C或

Ar+B了≥C(A，B，C是实数)，其在直角坐标系中

所有符合条件的点的集合，是以Az’+By—C为边

界的半平面区域．如此，二元一次方程与二元一次不

等式在平面内高度融合在一起，“相等”代表边界线，

“不等”代表半平面区域．如以下例题．

例题请用不等式组表示出图5中的点线与实

线的重合区域．

：：{：： 。强|{；；||沁，
：0；：；

强{l㈧扩

黼瓣笊
粼黜

㈣，

分析：图中点线区域的边界线方程为y一．r一2，

点线区域位于边界线的上方，所以描述点线区域的

不等式即为y>_一2．图中实线区域的边界线方程
1

为y一一÷．r+3，实线区域位于边界线的下方，所以
．)

1

描述实线区域的不等式即为y≤一÷_+3，从而可
o

fy>‘f'一2

以确定不等式组为{ ，， 1 ．。．

y≮一百_十J

方程和不等式有机地结合在图像中，体现出“对

立与统一的”思想．首先要看出“边界线”等同于“方

程”，再者就是要把“半平面区域”看作“不等式”，“相

交部分”即为“不等式组解集”，从而图像问题与代数

问题能够进行相互表达．本质上，二元一次不等式组

类型的问题能够很好地培养和发展学生的空间观念

和数感，从而进行形象思维和抽象思维的交叉运用，

使得多种思维互相促进，有助于培养学生灵活应用

数学知识的能力．

在线性规划问题中，二元一次不等式组或多元

一次不等式组是“约束条件”，再加上“目标函数”，即

为完整的线性规划问题．线性规划是运筹学中一个

重要分支，主要研究线性约束条件下目标函数的极

值问题．美国Common Core课程标准中，将通过线

性规划建模实际问题中的找出约束条件以及求解目

标函数极值问题，分为两步，分别设置在八年级、十

年级学习．如八年级阶段有如下例题．

例题某动物园管理员准备为山羊区做一个围

栏，围栏的长至少要80米，围栏周长不超过310米，

问围栏可能的长、宽分别是多少?

求解：假设围栏的宽是_米，长是y米，因此围

栏符合的不等式组为140

㈦荨；灼10．女口图6，根据㈣
不等式组的图像表示形式，

60

容易得到图解为点线和实线 20

重合区域，而两条直线代表
o 20 60 100 140

的方程，正是重合区域的边 吲6

界线．在问题中“数”的表达形式，联系到“形”的表

现形式，把似乎是纯代数的问题，在“形”的引导

下，有了最好的解决方式，由抽象到具象，形中有

数，就是“数形结合”的思想方法．沪教版教材统一

设置在高二学习，这样能够让学生初步感受整体

“建模思想”，尤其是对于略复杂的实际背景问题，

如何准确描述出目标函数和约束条件，把实际问

题转化为线性规划问题，也是用数学解决生活问

题的很好的实践体验，而这类问题也是现代管理

科学的重要理论基础．

至此，笔者已对方程与不等式的概念体系进行

了初步探究，并根据实际教学过程中需要体现出的

教学重点展开分析，旨在培养学生对方程与不等式

的结构化思考，重点体会其中蕴含的数形结合思想，

认识相互之间的对立与统一，培养学生抽象思维、逻

辑推理和建立模型等方面综合运用的素养和能力，

感受数学文化之美，关注对于创新思维和创造能力

的培养．
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