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重视试题探究促进深度学习

——由201 9年高考概率压轴题研究说起

277101 山东省枣庄市第三中学 黄丽生

277101 山东省枣庄市永安镇中学 孙中会

摘要：“深度学习”能够引导学生主动参与学习活动，使学生从单纯的、封闭式的、缺乏挑战性的活

动，走向复杂的、开放的、探索性的学习任务的完成．笔者以2019年高考概率压轴题研究为教学案

例，从研判学情、设置真实情境、改进解法、问题推广、挖掘背景、变式探究六个方面阐述如何进行深

度学习．
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所谓“深度学习”是指在教学中学生积极参与、

全身心投入、获得健康发展的、有意义的学习过程．

在此过程中，学生在素养导向学习目标的引领下，聚

焦引领性学习主题，展开有挑战性的学习任务与活

动．“深度学习”强调引导学生主动参与学习活动，使

学生从单纯的、封闭式的、缺乏挑战性的活动，走向

复杂的、开放的、探索性的学习任务的完成；强调对

教学内容的结构化，帮助学生全面把握知识的内在

联系；强调为学生创设适当的具有真实情境的活动，

提供解决真实问题的机会，促进知识的实践转化和

综合应用[1]．同时，“深度学习”促进教与学方式的根

本性转变．随着教学目标转向核心素养，以及教学内

容核心性和结构化特点的凸显，教的方式和学的方

式应该做出适应性调整，进而达到教学各要素间内

在关联性的统一．因此，教师在教学立场上更加尊重

学生的学习特点和基本规律，教学内容应从脱离学

生的生活经验转向回归社会生活，教学方式应从单

向灌输转向师生双边互动、共同探究，真正回归“学

习主体”角色，进而让学生学会理解世界、解决问题、

学以致用．笔者结合教学实践，由一道高考压轴题的

研究展开论述．

题目 为治疗某种疾病，研制了甲、乙两种新

药，希望知道哪种新药更有效，为此进行动物实验．

方案如下：每一轮选取两只白鼠对药效进行对比试

验，对于两只白鼠，随机选一只施以甲药，另一只施

以乙药．一轮的治疗结果得出后，再安排下一轮试

验．当其中一种药治愈的白鼠比另一种药治愈的白

鼠多4只时，就停止试验，并认为治愈只数多的药更

有效．为了方便描述问题，约定对于每轮试验，若施

以甲药的白鼠治愈且施以乙药的白鼠来治愈，则甲

药得1分，乙药得一1分；若施以乙药的白鼠治愈且

施以甲药的白鼠未治愈，则乙药得1分，甲药得一1

分；若都治愈或都未治愈则两种药均得0分．甲、乙

两种药的治愈率分别记为口和口，一轮试验中甲药

的得分记为X．

(1)求X的分布列．

(2)若甲药、乙药试验开始时都赋予4分，夕i(i

—O，1，⋯，8)表示“甲药的累计得分为i时，最终认

为甲药比乙药更有效”的概率，则声。一o，p。一1，夕。

一n夕卜1+6声，+cp汁1(i=1，2，⋯，7)，其中n—

P(X一一1)，6一P(X一0)，c—P(X一1)．假设口一

o．5，p一0．8．

(i)证明：{p⋯一声i}(i=o，1，⋯，7)为等比数列．

(．I)求p。，并根据p。的值解释这种试验方案

的合理性．

一、研判学情，提炼主题

这是2019年高考数学全国卷工的第21题，是

一道概率统计、数列的综合问题，是具有实际情境的

数学应用题，选材来源于社会生产生活，综合性较

强，对学生各方面的能力和素养提出了较高的要求．

试题立意深远，背景深刻，设问巧妙，富含思维价值，

是能够检测考生理性思维的广度、深度和创新潜能

的良好素材．解答这些问题需要考生具有高层次的

理性思维，具有较强的分析问题、探究问题和解决问

题的能力．研判学情能够很好地把握学生的认知起

点及认知需求，通过创设主题情境，设计驱动性问

题，更有效地调动学生参与数学探究的热情．笔者经

过教学诊断，精心设置目标关联的问题情境，为学生

提供有效的问题解决策略．将探究过程分为理解题

意、改进解法、推广拓展等环节，目的是以问题情境

促进学生对知识的理解．
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二、设置情境，理解题意

知识都是需要学生自己在真实情境中发现的，

真实情境就是为打通知识世界或符号世界与生活世

界的关联，将它们搭起桥来．把知识条件化、情境化、

生活化，让学生更容易理解，更容易迁移、弄懂、弄

通，这就需要再现真实情境[2]．对于本题，学生不仅

要深入阅读理解题意，还要能够正确掌握概率、随机

变量、独立性、数列定义等．为使学生准确理解题意，

设计如下真实情境任务促使学生产生问题，引发学

生的好奇心，促使学生探索研究．

设置真实情境 根据题意进行12轮模拟试验，

请学生填写表1(用符号“+”“一”分别表示治愈和

未治愈，一轮试验共有四个不同结果，即甲+乙+；

甲一乙一；甲+乙一；甲一乙+)

《普通高中数学课程标准(2017年版)》(以下简

称“课标”)强调以“核心问题”的教学促进学生核心

素养的发展，以“问题引领”和“问题驱动”促进学生

的数学学习．教师可以鼓励学生在解决问题中开展

学习并发现和提出新的问题．基于上述情境可以生

成系列问题串．

问题l 如何理解“当其中一种药治愈的白鼠

比另一种药治愈的白鼠多4只时，就停止试验，并认

为治愈只数多的药更有效”这句话?

预设结果：显然从表1易得，每一轮甲、乙两种

药物得分之和为o，即厂甲+厂乙=o，所以不论进行几

轮试验，甲、乙两药的得分之和均为8，即i+￡一8．

并且每多治愈一只白鼠则比对方多得2分．当一方
表1

得分为0，则另一方得分为8的时候停止试验，在上

面的12轮试验中，甲共治愈了9只白鼠，乙共治愈

了5只白鼠，甲比乙多治愈了4只，则停止该试验．

问题2为什么直接给出“p。一O，p。一1”?

预设结果：若想得出“甲药比乙药更有效”这个

结论，甲的得分要比乙多得8分才行，即甲得8分

时，乙得。分，所以声。一1．同理，若想得出“乙药比

甲药更有效”这个结论，乙的得分要比甲多得8分才

行，即风一0．把“声。=o，夕。一1”作为条件给出，就不

需要学生进行推理了．

问题3“pi表示甲药的累计得分为i时，最终

认为甲药比乙药更有效的概率”这句中“最终”的含

义是什么?试结合声。的值加以说明．

预设结果：当甲得分为i(i一1，2，⋯，7)分时，即

乙得分为8一i，当二者分差不是一8或8时，根据规

则，试验就不能停止，但是试验最终肯定要有结果

(类似于比赛要有“输赢”)，必然存在着一种药物比

另一种药物有效(获胜)的概率．于是“最终”的含义

就是根据甲目前的得分i来预测甲药比乙药更有效

的概率pj．例如，本题p。表示甲药的累计得分为4

分，此时乙药的累计得分也为4分，按照经验，只有

当p。的值很小时，才会得出正确的判断结论．

问题4如何理解“p；一口痧H+6pi+cpm”?

预设结果：容易发现在试验中，若甲得分为i

时，下一轮试验中甲的得分i的变化有如下情况．以

n的概率变为i一1，以6的概率仍为i，以c的概率

变为i+1，故由全概率公式得pi一口pH+6pi+

c声i+1．

试验轮数 试验结果 {黾 尼 甲的累积分数i 乙的累积分数g

O 4 4 4 4

1 甲一乙+ 一1 1 3 5

2 甲+乙一 +1 —1 4 4

3 甲+乙一

4 甲+乙一

5 甲+乙+

6 甲+乙一

7 甲+乙+

8 甲一乙+

9 甲一乙一

10 甲+乙一

11 甲+乙+

12 甲+乙一 8 O

合计 8 O
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三、梳理通法。改进解法

怎样在解题教学中发展学生的数学方法素养?

课标强调数学运算素养要明晰运算对象和以运算法

则为依据口]．从这一角度来看，数学运算素养首先要

明确运算对象以及相应的法则．例如，本题要根据条

件明确证明某数列是等比数列以及概率声。的求解，

但其解法具有开放性．数学解题教学中主要运用数

学运算和逻辑推理解决数学问题，突出体现了数学

方法范式．学生通过一题多解不仅能突出训练数学

运算与逻辑推理这两种素养，而且可以加深对数学

对象和关系的理解，掌握数学方法，形成有秩序的合

乎逻辑的认识和表达．因此，这一层面的教学活动应

该聚焦学生数学方法素养的发展．笔者先给出官方

的解答，然后在课堂中进行“头脑风暴”、自主探索、

合作交流，寻求解决问题的不同方案．

小问(1)解：

X的所有可能取值为一1，o，1．

P(X一一1)一(1一a)p，

P(X一0)一a卢+(1一口)(1一口)，所以X的分布

列为P(X一1)=口(1一口)，

小问(2)解：

(i)由小问(1)得口一0．4，6一o．5，c=0．1．因此

可得夕i=0．4户H+o．5夕i+o．1pHl，故有O．1·

(p件l—p，)一0．4(pi一乡i—1)，即p2+1一声i一4(户，一

p卜。)．又因为夕，一p。一p。≠O，所以{户汁1一户。)(i—

o，1，2，⋯，7)为公比为4，首项为夕，的等比数列．

(ii)由(i)可得

夕8一夕8一p7+乡，一乡6+⋯+乡l一户o+po一(p8

一p，)+(p7一p6)+⋯+(p-～仇)一￥p。，由于
户s一1，故乡l一。万三，所以pt一(夕。一p3)+(户。一

”+(圹"+(圹川一等圹南．
声。表示最终认为甲药更有效的概率，由计算结

果可以看出，在甲药治愈率为o．5，乙药治愈率为

o．8时，认为甲药更有效的概率为户t一去≈
o．0039，此时得出错误结论的概率非常小，说明这种

试验方案合理．

对于小问(2)，其解法还可以进一步改进，下面

展示学生合作探究、交流得到的成果．

改进1：由(i)得{p⋯一夕i)(i一0，l，2，⋯，7)

的首项为p，一p。一夕。，公比为4的等比数列，那么

可得p。一户7=p-×4 7，

户7一乡6=户1×46，

乡2一pl=夕l×4，

pl一夕05乡1'

取上面的部分等式进行累加，得夕。一声。=

声1(47+46+45+44)，p。一A一户1(43+42+41+40)，

即p。～p。一44(乡。一加)，又户。一1，所以乡。一矛{i
一上
257‘

改进2：由小问(1)知pf+，一户i一4(乡i一户卜，)，

可得鞣 一户s一声，+乡，一夕s+ps—ps+户s—p。p4一户3+p3一夕2+户2一声l+户1一po

●44，又户s一1，户。一o，得pt一南一南·
改进3：由小问(1)可知{p㈩一声i}(i—O，1，2，

⋯，7)的首项为乡。一户。一户。，公比为4的等比数列，

那么可得等比数列中，S。，S。一S。是以44为公比的

等比数列，所以，S。一S。一44 S。，又S。一声，，所以，1

一P。=44 P4，即P。一去．
改进4：由小问(1)可知户i—o．4乡H+o．5户j+

0．1p汁l，O．1(p件l—pi)一O．4(户i—pi—1)，所以，声i+1

一pi=4(乡i—pPl)一42(pi 1一声卜2)一⋯=

42(户。～p。)=4ip。．又因为p。≠0，所以{乡卅一pi)

(i—O，1，2，⋯，7)为公比为4，首项为p。的等比数列．

夕i一(pi—A—t)+(户i一，一声一z)+⋯+(夕l—po)

一夕1(4’1+4卜2+⋯+41+40)一￥p1．因为乡。=

·，所％一牟一象一等·志一南一南．
点评：前三种改进方法实际上是考虑籼一o，p。

一1的值已知，想办法建立夕t与ps的关系，直接求出

户。．同样，改进4的解法是推出了A关于p。的表达

式，再借助A一1求解pt．以上四种解法都省去了求

解p。的步骤，简化了解题，达到出奇制胜之效．可谓

一法一个境界，每种解法都彰显理性的力量．

四、问题推广，深度探究

从上述解题过程中可以发现，当不给出口，口的具

体数值时，仍然可以求出A．

解法1：P(X=一1)一(1一a)口一口，因为P(X一0)

一筇+(1一口)(1一p一6，P(X一1)一口(1一p—c，又因

为乡i—np卜1+幼，+c夕件1一(1一口)肋卜1+[甲+(1一
d)(1一卢)]pi+a(1一卢)勿+。，变形得a(1一卢)·

(夕汁1～pi)一(1～口)p(pi一夕f_1)(※)．
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设{乡㈩一户i)的公比为q，则量{鬻=q，根据
改进4的解法，容易得p川一户i—q(p，一pH)一

q2(pi一1一夕．2)一⋯一qi(p1一仇)一qipl．又因为

夕。≠0，所以{户?+1一p，)(i一0，1，2，⋯，7)为公比为

q，首项为乡。的等比数列．

乡i一(乡，一夕卜-)+(夕，1一夕i一2)+⋯+(乡。一

夕。)一声t(qH+q卜2+⋯+q1+qo)一譬寻p，，根据
舻，，所龇一牟一象一籍·籍5寿．
显然，这道题是当a一0．5，p一0．8时，q一4．

解法2：还可以得到数列{夕：)的通项公式．由解

法1得户，一警寻p，，根据夕。一1，故p。一譬三≠乡。，
铴一黯删铲籍圹籍·籍一
籍舭慨一籍一南斟黼邓
本题q一4，pt一南一南·
解法3：应用特征方程法，由解法1的等式

c※，，变形得专鼎一晏手者，令爰手害一A，
所以琶等裂一A，整理得户川一(1+A)pi—
A户H，其特征方程为z2一(1+A)z+A一0，解得z-

一1，z2一A，所以pi—A·1i+B·Ai，又因为p。一O，

f^一一
1

舻1删嚆=√解得仁娄1，
所帅一南+南一措，
本题可求得A一曼主鬻一4，所以p。一矿b—d L1一dJ 4 1_1

上

点评：上述解法体现了问题的一般性，尽管它们

在步骤上不是最简便的，但是对题目中特殊条件的

依赖却是最少的，例如本题不依赖吐，口的具体数值

仍可以求乡。．正因为抓住了实质性解法，推广就显

五、挖掘背景，拓展思维

本题的概率论背景属于最简单的直线上的随机

游动问题‘4|，因为每次试验之后的分数只会在前一

次基础上加1或减1，而这道题目又增加了一种分

数维持不变的可能性，所以背景应该为如下所述的

“两端带有吸收壁的随机游动问题”．

考虑在．tr轴上的一个质点，假定它只能位于整数

点，在f一0时刻它位于点T—n，以后每隔单位时间，

它总是受到一个外力的随机作用，使位置发生变化．

分别以概率夕及概率q一1一p(其中O<声，g<1)向正

的或负的方向移动一个单位．同时在z一0以及z一盘

+6(其中口，6均为正整数)处各有一个吸收壁，当质

点到达吸收壁时，质点被吸收，不再游动．以觑(i—o，

1，2，⋯，n+6)表示该点在z=i处被z—n+6处的吸

收壁吸收的概率．求声i(i—o，1，2，⋯，丑+6)．

六、变式探究，内化提升

这道概率统计压轴题所涉及的递推式为“声：一

n夕H+坳i+c乡卅”，化简后即为“乡⋯一户夕i+

qpH”，是二阶线性递推数列模型．为使学生更好地

掌握此类问题，给出如下变式．

变式1“连续抛一枚硬币，直到相邻的两次均

为正面为止”的事件发生在第咒次抛掷的所有可能

方式有多少种?(”≥2)

提示：设满足条件的方法数有n。种，故有n。一

口。一l+n。一2，其中口2一l，丑3—1．

变式2(2011清华自主招生题改编) 抛掷咒次

硬币，记不连续出现三次正面向上的概率为声。．(1)

求乡-，乡z，户。，户。；(2)求户。的递推公式．

提示：(1)夕1一p2—1，p3一古，p4一篆；(2)夕。一

丢夕。。+丢户。一。+吉A。(咒>3)．
课标明确提出“不断提高学生实践能力”的目

标，重视学生数学应用意识的培养，并将“数学建模”

“数据分析”都列入六大学科核心素养之中．事实上，

课标实施后命制的高考概率统计试题，不仅注重加

强数学阅读能力的考查，要求自主分析数据，得出结

论，并解决问题，而且强调发挥考生的主体性作用，

展现逻辑思维功底，对其探究精神、建模能力等提出

了新要求．因此，加强数学阅读与数学建模创新能力

的培养是高考改革中数学教学的当务之急．另外，在

实践活动情境中感悟数学本质，在实践问题解决中

提升数学素养是各数学核心素养培养中的共同要

求．对数据分析素养提出“增强基于数据表达现实问

题的意识，形成通过数据认识事物的思维品质，积累

依托数据探索事物本质、关联和规律的活动经验”．

总之，作为学生数学学习中最需要聚焦的思维品质、

关键能力，数学核心素养的培养和提升总是与数学

问题解决的实践密不可分．核心素养的属性决定了

(下转第85页)
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这节蠢让依印象量潦翊盼悬什么?请具体插逮．

袋叩豁荤景鞠吴蝴匿钠细私诫灿jll糊唳式·
图7学生对问卷问题1的回答

你喜欢这节课加入数学史的故事吗?为什么?

钕辜术，迂秆上评吏崔袖帮钮．敏§；l卜k觳．让糖’日·《瞬商弘
佩佃理解曼直，黔。而且靖I侈Ⅷ1量3愤芮和昂镊傣乳

I

图8学生对问卷问题2的回答

死气沉沉的刻板内容，也不仅仅是做题．(图8展示

了某生的回答)

问题3现在你认为圆的面积公式是近似的还

是精确的呢?为什么?

38位学生认为是精确公式，因为圆分成无数小

份后，拼得的图形是精确的长方形或者三角形(图9

展示了某生的回答)；只有两位学生仍然觉得不能理

解，为什么无数等分后曲线变成“直线”了?课后，笔

者对这两位学生进行了访谈，他们认为无数等分后，

曲线终究还是曲线，是不可能变成直线的．这也体现

了学生对“化曲为直”思想理解上的困惑．本节课的

学习，只能是让学生初步感知“微分”思想．

现在你认为圆的面积公式是近似的还是糟确的呢?为什么?

誊，j聩确耐j因为一个凰画叹戴威覆固汴三氖移．再将生

俺穆龟新组台成为一十硒形·
图9学生对问卷问题3的回答

五、教学启示

笔者借鉴了“基于数学史的数学学科德育的分

类框架”[6]，从理性、情感、信念和品质四个角度对这

节课中体现的数学学科德育元素进行分析．

从理性的角度看，学生通过圆面积公式的推导

过程，对分割的曲线产生的疑问进行思考，类比现实

问题，最后绝大部分学生能够认识到，圆的面积公式

是一个准确的计算公式，体现出数学的理性精神．

从情感的角度分析，本节课设计了小组讨论环

节，让学生合作解决现实中的问题．在此过程中，学

生不仅掌握了知识，还体验到用数学解决实际问题

(上接第49页)

它的习得必然依赖于深度学习过程，而核心素养一

旦形成又会有力支持深度学习，两者是相互加强的

良性互动循环关系．
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堂效果；与此同时，学生进一步感受到，数学来源于

生活但又高于生活，可以借助数学解决生活中的若

干问题．
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