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基于数学理解的“正弦函数图像与性质"教学

200333 上海市晋元高级中学 刘庆敏

摘要：随着新课标和新教材的推进和落实，基于数学理解的课堂教学越来越受到重视．笔者以“正

弦函数图像与性质”这一内容为例，兼顾数学严谨性和学生认知特点，通过对比上海二期课改教材、

人教社A版教材和上教社2020年版新教材中这一部分的差异，探讨如何从学生理解数学概念本

质出发，利用研究一般函数的工具和方法来研究具体函数的图像和性质，同时通过两条并行交织的

教学主线讨论如何选取适当的教学资源帮助学生突破难点，更好地理解数学内容的本质，落实“四

基”，培养“四能”，发展学生的数学抽象、直观想象和逻辑推理等核心素养．
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一、问题的提出

上海教育出版社2020年版普通高中教科书的

“前言”强调：“在任何情况下，都要基于课程标准，贯

彻‘少而精’‘简而明’的原则，精心选择与组织教材

内容，抓住本质，尽可能给学生以明快、清晰的感受，

使学生能更深入地领会数学的真谛．”学生对于数学

内容本质的理解不是自然而然发生的，需要教师在

教学中根据教学内容精心设计教学环节，选取适当

的教学资源，铺设合理的台阶帮助学生更好理解数

学内容的本质．

在正弦函数图像与性质的教学中，有的教师会

基于教材直接给出正弦函数的定义，然后根据第四

章、第五章学习得到的研究函数的工具和方法画出

正弦函数图像，再研究其主要性质．整个过程中，引

入看似水到渠成，然而学生对这一几何量作为自变

量如何数量化为横坐标心存犹疑．虽然不经深思也

能囫囵吞枣地掌握正弦函数的图像，进而利用函数

图像研究三角函数最重要的性质——周期性，但是

在深思之后，学生不禁会产生疑问：同样是函数，为

什么三角函数会有周期性?其他函数(如幂函数、指

数函数、对数函数)为什么不存在周期性?自变量z

在单位圆中明明是一个几何量——角，为什么可以

表示在T轴上?笔者认为，解决这些问题的方法在

于摸清学生数学学习的起点，铺设合理的台阶，帮助

学生理解三角函数的本质，特别是用好单位圆刻画

三角函数中的自变量与因变量、几何元素与代数对

象之间的对应关系，这样可以在学生的现实起点上

进行教学，同时梳理知识的逻辑起点，促进学生对知

识的深度理解、灵活迁移和主动应用．

二、三角函数的本质和变量间的对应关系

史宁中在《数形结合与数学建模》中提到；初中

锐角三角函数表达的是关系的度量，而不是关系本

身；如果将三角函数作为函数，那么这个函数应当描

述角的大小与三角函数值的关系．这种关系指的是

自然界和生活中的周期现象，事实上绝大多数周期

性都可以通过三角函数的线性组合予以表征．项武

义在《基础几何学》中提到，正弦函数、余弦函数是一

对起源于圆周运动、密切配合的周期函数，它们是解

析几何学和周期函数的分析学中最为基本和重要的

函数；而正弦函数、余弦函数的基本性质乃是圆的几

何性质(主要是对称性)的直接反映．由此可见，利用

单位圆研究三角函数的图像和性质是从本质出发的

溯源之举．

函数图像本质上是满足函数对应法则的所有有

序点对(z，Y)组成的集合，由于有序点对中z与Y

的对应关系而在平面直角坐标系中呈现为一条曲

线．而三角函数的图像刻画的是三角函数值随着作

为自变量的角变化而呈现周期性变化的一条曲线．

学生在前期经验中学到的函数的对应关系都是

代数运算规律的反映，但三角函数不以“代数运算”

为媒介，是几何量(角与有向线段)之间的直接对应，

不是通过对角进行四则运算或指数、对数代数运算

得到函数值，这是一个比较复杂的不良结构情境，是

学生主要的理解难点．因此，在角和三角函数值对应

关系的认识上，必须采取措施破除固有观念，帮助学

生进一步明晰三角函数的自变量、对应法则和因变

量，特别是要利用单位圆强化学生对“给定一个角，

如何得到对应的函数值”的认识．

三、“正弦函数图像与性质”的教学设计

(一)教学内容解析

本节内容是上教社2020年版新教材必修二第

七章的起始内容，也是承接第六章(三角)后建立三
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角函数模型的重要内容．虽然学生在第六章中已经

经历了角的推广，学习了角的弧度制，知道角的集合

与实数集建立了一一对应的关系，但是在第六章中，

角的正弦值基于角还是一个静态的几何对象，只不

过是将这个几何对象放置在坐标系中而已．而在本

章中，角已经作为三角函数的自变量了，这里有两个

重要的集合：角的弧度数构成的集合，角的终边与单

位圆交点的坐标(比值)构成的集合．如何理解这两

个集合之间的对应关系是本节课的突破口，

用角的终边与单位圆交点坐标定义三角函数值

后，三角函数的模型就建立起来了，接着就需要进一

步研究它们的性质．函数图像是函数最直观的表示，

函数的性质可以鲜明地反映在它们的图像上．因此，

正弦函数、余弦函数的图像是研究正弦函数、余弦函

数性质的基础，它们从形的角度反映了正弦函数、余

弦函数周期性的变化规律．

上教社2020年版教材中，本章内容共分为四

节，分别是“7．1正弦函数的图像与性质”，“7．2余弦

函数的图像与性质”，“7．3函数y=Asin(∞．r+p)的

图像”和“7．4正切函数的图像与性质”．

在上海二期课改教材中，这部分内容的处理呈

现为得到正弦函数的图像后，紧接着利用平移得到

余弦函数图像，然后结合这两类三角函数的图像研

究函数的性质，正弦函数、余弦函数并没有明显的主

次之分．相较于上海二期课改教材，上教社新教材做

了内容顺序上的调整，因为余弦函数Y—COS．r与

Y—sin(．tr+鲁】是完全相同的函数，所以重点突出
、 厶／

正弦函数的重要性，“7．1正弦函数的图像与性质”

着重研究正弦函数的图像、性质(周期性、奇偶性、单

调性和最值)，为后续三节内容的学习奠定基础，这

也符合知识发生发展的内在逻辑．

上教社新教材中，本章节的内容如图1所示．

图1

从单元教学设计的角度看，本节内容是三角函

数章节的起始课，首先通过单位圆作出正弦函数图

像，在图像的基础上进一步研究其性质．而对于余弦

函数图像，可以选择平移或者类比作出，但用单位圆

中的余弦线作余弦函数图像是难点，所以利用诱导

公式，选择平移正弦函数图像得到余弦函数图像是

常规做法．本节课为研究三角函数的图像和性质提

供了普遍的范式，对研究余弦函数和正切函数至关

重要．

在人教社A版教材中，“三角函数的图像与性

质”共分为三节，对三角函数的性质如周期性、奇偶

性、单调性和值域均有涉及，为学生后续学习Y—

Asin(叫．r+妒)的图像与性质做了充分的准备．虽然

两个版本教材的侧重有所不同，但均体现出该节的

学习对全章内容乃至整个函数学习有非常重要的

作用．

(二)教学目标解析

本节课的教学目标解析如表1所示．

(三)教学问题诊断分析

学生进入高中后，从集合与对应的观点刻画了

函数概念，研究了幂函数、指数函数、对数函数的定

义、图像和性质，已初步掌握学习和研究一个新函数

的知识基础和基本方法，但是用单位圆上点的坐标

表示任意角的三角函数，与学生已有经验有较大的

差距，违背了学生从代数运算得到结果的认知经验．

所以在本节课教学中，可能会遇到学生不会或者想

不到利用正弦线作正弦函数图像的问题，学生产生

困难或障碍的原因有以下两层．

第一层原因在于在之前的学习中，学生已经初

步建立了列表描点画函数图像的基本方法，所以在

学习正弦函数的图像这一节时，学生很自然地会使

用这种方法，而利用单位圆画图本质上也是一种描

点，由于正弦函数的特殊性(自变量为1、2、3等特殊

值，对应的函数值为无理数，即某些特殊角的三角函

数值也是无理数，难以精确地度量)，常规的描点作

图难以实现准确作图．在教学中设计列表描点的环

节，让学生动手操作，在操作中体会其中的困难和不

精确，促使学生寻找、思考优化的方法．

第二层原因是学生对于正弦函数的定义理解不

够透彻．正弦函数是一种函数，从函数的定义看，要

考虑正弦函数涉及的基本要素，即自变量、对应法则

和因变量．在代数层面就是简洁的代数式Y—sin‘1r，

在几何层面其实就是任意角．，r可以找到一个几何

量表示，按照函数和任意角正弦的定义应该有唯一

确定的几何量表示sinw．

因此，本节课很重要的一点在于让学生明确“给

定一个角，如何得到对应的函数值”，在此基础上，明
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表1

教学目标 教学目标达成的标志

(1)建立正弦函数的概念 学生明确正弦函数三要素

(2)经历利用单位圆绘制正弦函数y=sirLr在Eo，2丌]上的
学生经历利用单位圆绘制正弦函数Y—sirLr上的一个点到

图像，再通过诱导公式得到Y=sirLr(Ir∈R)的图像的过程，
一个周期Eo，2hi再推广到Y=sirLr(．r∈R)的图像的过程，

感悟从特殊到一般的思想方法．学生能通过观察得到正弦函
初步了解正弦函数的图像特征和函数性质

数图像的特征，体会研究函数性质的一般方法

学生能找到一个周期内的五点，根据五点画出正弦函数一个
(3)会用五点法绘制正弦函数在一个周期内的大致图像

周期内的大致图像

确如何将三角函数图像上的一个点的坐标几何量化，

突破了这一难点，本节课的学习就能水到渠成，学生

在后续推导三角函数性质时也能更加得心应手．

{四)教学设计思路分析

根据上述分析，可确定本节课的教学重点是正

弦函数的图像，教学难点是利用单位圆画正弦函数

图像．如何突出重点、突破难点?教师需要从数学知

识的本质出发，遵循学生数学学习的起点设计教学，

深化学生对数学概念和知识的理解．

为了加深学生对角和角的正弦值之间对应关系

的理解，需要使理解研究正弦函数的图像和性质区

别于研究一般函数图像．一般来说，研究新函数图像

要经历列表、描点、连光滑曲线等步骤，但在研究正

弦函数图像的列表过程中，如果单纯利用计算器进

行计算，那么势必会割裂角和对应正弦值之间的紧

密联系，进而不利于后续利用单位圆进行函数性质

的推导和归纳．事实上，研究如何绘制正弦函数的图

像，首先要确定研究的有序点对的实际意义(单位圆

中的角和角对应的正弦值)，再确定研究内容(角的

弧度数构成的集合到角的终边与单位圆交点的坐标

(比值)构成的集合的对应关系在坐标系中的呈现方

式)，再通过观察单位圆中角的终边周而复始的变

化，进而明确只需研究绘制Eo，2丌]这一区间内的函

数图像，利用直观感知平移图像推广到全体实数，再

用诱导公式进行严密论证．如此设计层层推进，可以

加深学生对函数概念的理解，提升学生的数学抽象、

直观想象和逻辑推理等核心素养．

在对正弦函数图像有了基本的认识之后，学生

通过观察角以及角对应的正弦值在单位圆中的几何

量，理解了角和对应正弦值之间的函数关系，从函数

角度非常自然地找到最值点和零点所对应的五点，

自行归纳出作正弦函数图像的一般方法——五点

(作图)法．正弦函数图像是本节课的教学重点，突出

教学重点的关键是让学生亲身经历作图的过程，在

发现、分析和解决困惑中促进学生理解为什么要用

和怎样利用单位圆作正弦函数的图像．通过正弦函

数图像的学习，学生也能很好地培养数形结合思想

和模型思想．

(五)教学片段

基于上述分析，要突破正弦函数图像与性质的

教学难点，教学过程应该具有代数和几何两条主线．

几何主线：单位圆中角和角的终边与单位圆交

点的坐标(比值)之间的对应关系一横纵坐标对应的

几何元素一正弦函数图像上某点对应的几何量一正

弦函数图像一五点法作正弦函数图像．

代数主线：角和角的终边与单位圆交点的坐标

(比值)之间的对应关系一正弦函数定义一研究函数

的一般方法(画图)一观察推导函数图像特征和函数

性质．

通过上述主线，设计一系列活动和问题，层层递

进，突出重点、突破难点，最后实现本节课的预设教

学目标，提升学生的数学抽象、直观想象和逻辑推理

等核心素养．

片段1

问题1 在上一章中我们学习了任意角的正

弦、余弦和正切的定义，以正弦为例，请同学们回忆

一下，任意角口的正弦是如何定义的?

学生回顾旧知后回答问题，教师在学生的回答中

提炼关键点．任意角口的正弦是这个角口终边上异于

原点的任意一点的纵坐标与该点到原点的距离的比

值，用sina这样一个新的符号来表示这个比值．

同时，教师在单位圆中借助动画展示上述代数

量的几何表示，明确口对应单位圆中的弧长，sina对

应单位圆中的点的纵坐标，引出下一个问题．

问题2 两个变量口和sina之间有什么关系

呢?你依据什么得到这个判断?

学生通过单位圆中两个几何量的一一对应，很

容易得到结论，但是在描述原因时回答稍有遗漏，教

师及时给予补充。给出严谨的函数关系定义．

设计意图：通过问题l和问题2落实教学目标

(1)．在第六章中学生已经经历了角的推广，但是角

的正弦值基于角还是一个静态的几何对象，而在本

节内容中，角已经作为三角函数的自变量了．帮助学

生理解角的弧度数构成的集合、角的终边与单位圆
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交点的坐标(比值)构成的集合间的对应关系，从而

明确这两个变量之间的对应关系是一种函数关系，

构建起正弦函数的定义，为后续绘制函数图像和研

究函数性质做好铺垫．

片段2

定义了一个新函数后，按照研究函数的基本方

法，可以绘制函数图像．教师先让学生列表描点，在

此过程中，学生发现自变量随意取值的结果是函数

值取不到精确值，遇到困难后学生从自变量是角这

一认知出发，将．z的取值取为自己熟悉的詈，詈，詈
U ’) 厶

等特殊角，但是在描函数值时同样遇到有些函数值

是无理数的情况．为了解决这一问题，达到作图理论

上的精确，教师提出引导性问题．

问题3 如何精确描出点f詈，sin詈)的横
、o J，

坐标?

为了描绘出一个点，教师引导学生在单位圆中

找到27c对应的几何量(单位圆周长)，通过将单位圆

12等分，得到等分点表示的一些特殊角詈，詈，
U J

詈⋯⋯启发学生利用等分过的单位圆周长在．T轴
厶

上精确画出角对应的12个等分点，即将单位圆周展

开，化曲为直，平移到．r轴上．经过启发，学生理解

了角与．，r轴上点的一一对应关系，然后教师播放动

画课件，演示上述过程，给学生以直观感受，进一步

强化学生的理解．

问题4如何精确描出纵坐标sin等?单位圆
。

中有没有相应的几何量来描绘sin等?
o

联系本课开始时对任意角三角函数值定义的复

习，学生很容易得到答案，播放动画，在圆之中显示

要角终边与单位圆的交点B．在此基础上，教师引导
0

学生利用两个几何量精确描出点(詈，sin詈1，在成
、o o／

功描出点(詈，sin号)后，请学生自己动手操作，在
、L) J，

工作单上描出f萼，sin警)．
、o J，

设计意图：通过问题3和问题4落实教学目标

(2)，学生经历利用单位圆绘制正弦函数y—sin．r上

的一个点的过程，为接下来从一个点到一个周期

[o，27c]再推广到Y—sin．r(．r∈R)的图像的过程做

了充分的铺垫，突破了教学中的难点．学生也可以通

过这一过程，感悟从特殊到一般的思想方法．

在本节课的教学中，很重要的一点是要在角和

三角函数值的对应关系的认识上帮助学生进一步明

晰三角函数的自变量、对应法则和因变量，特别是要

利用单位圆强化学生对“给定一个角，如何得到对应

的函数值”的认识．为了促进学生的理解，在上述教

学活动中设计了根据定义将一个特殊点的横、纵坐

标一一对应到相应的几何量，即利用单位圆中的正
， 厅、

弦线画出一个特殊点(要，等)．在绘制第一个点后，
、') 厶7

／． f、

加大难度，让学生自己动手画出点(警，一等)，选择
、') 厶7

这个点是为了再次强化三角函数线是有向线段，为

后续顺利作图提供必要铺垫．掌握了某一点的作法

原理后，借助单位圆选择具体的、足够多的点进行描

点，最后借助技术描出任意多的点，连线画成三角函

数的图像．

四、结语

数学教材修订、编撰的过程中，对于“三角函数”

章节，在顺序上有调整，在内容上有删减、补充，在重

心上各有侧重，但是在“正弦函数图像”这一节中，利

用单位圆绘制正弦函数图像始终没有变过．理论上

也可采用研究一般函数图像的方法，通过最常规的

列表描点进行绘制，但是基于学生对数学的理解，用

好角与．r轴上点的对应、角与角的正弦值的对应才

是本节课的核心．数学知识的理解是循序渐进、逐步

完善的过程．作为教师，只有从学生数学学习的起点

出发，遵循知识的生长性原则，不断铺设合理的台

阶。才能为学生理解数学创造可能．
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