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高中立体几何教学中培养学生直观想象素养的策略

201101 上海市七宝中学 周 丹

摘要：笔者以新课标和新课程对直观想象素养的要求和考查为切人点，基于教学实践，研究在高

中立体几何教学中培养学生直观想象素养的教学策略，即关注学生识图、作图、用图能力的培养，为

学生提供丰富的实物模型和现实情境，重视利用“基本图形”解决立体几何问题，关注立体几何基本研

究方法、思想以及数学文化的渗透，并给出运用以上教学策略开展教学实践的案例．
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一、问题提出

《普通高中数学课程标准(2017年版2020年修

订)》[1 3(以下简称“课标”)中明确指出直观想象为六

大数学核心素养之一．2021年版上教社教材中立体

几何在整个高中数学的地位有所上升，建议课时数

从原来的22节增加到现在的27节，教学时段从高

三年级前移到高二年级，主要教学内容基本相同，部

分内容的要求有所提高．而且，近几年的高考中涌现

出传承中国古代数学文化、以立体几何为主题考查

直观想象核心素养的试题．

二、概念界定

高中立体几何教学首先要关注几何直观，课标

中直观想象素养的内涵是借助几何图形和空间想象

感知事物的形态与变化、利用空间形式特别是图形

理解和解决数学问题．直观想象由四个方面构成，分

别是建立形与数的联系、利用几何图形描述问题、借

助几何直观理解问题、运用空间想象认识事物．直观

想象素养在教学实践中的落实等已有很多研究成

果，目前较为普遍的认识是，直观想象包括几何直

观、空间想象两个方面，空间想象一定程度依赖于几

何直观．建立数与形的联系、借助几何直观使抽象问

题形象化、构建直观模型使复杂问题简单化是落实

培养直观想象素养的几个关键环节．

三、问题解决

笔者主要结合文献分析和教学实践，梳理高中立

体几何教学中培养学生直观想象素养的教学策略．

(一)关注学生识图、作图、用图能力的培养

章建跃博士曾说，作图是立体几何学习的第一

件大事．2021年版上教社教材将直观图形的画法前

移至第十章第一节的第三课时，体现了对学生识图、

作图、用图能力的关注．学生在这一节，画水平放置

的正六边形、三个平面相交的各种情形．学生作图中

画交线，标明实线、虚线的过程增强了他们的识图、

用图能力．除了直观图的作图外，还可以在利用牟合

方盖推导球体体积公式一课前，让学生画一画牟合

方盖．笔者以“正方体的截面”为主题探讨以下问题．

例1平面有平、无限延展，无大小、厚薄之分

的特点．用一个平面截正方体，正方体的表面与平面

的交线所围成的平面图形叫做平面截正方体的截

面．按照截面图形的边数进行分类，截面可以为四边

形等．图1展示了截面为四边形时，四边形是梯形、

正方形、矩形的情况，以及截面是三角形、五边形、六

边形的情况．

梯形

三角形

正方形 矩形

五边形 六边形

图1

请回答以下问题．

(1)能否截出直角三角形?

(2)截面面积最大的三角形是什么形状的?

(3)截面为四边形时，四边形能否为菱形?若

能，请画出来，若不能，请说明理由．

(4)有没有可能截出边数超过6的多边形?

(5)能否截出正五边形?

(6)是否存在正六边形的截面?
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解答此题时，可使用事先准备好的萝b块或可

以装水的透明正方体盒子帮助观察．

笔者曾利用立体几何章节教学前的一节课时间

让学生测试，完成上述问题，时值疫情线上教学期

间，学生在家中利用摄像头完成该测试问题．测试前

一天，笔者提醒学生准备好萝b块或装水的透明正

方体盒子．测试过程中，笔者利用钉钉视频会议功

能，不断翻页观察学生解答此题的状态，发现研究此

问题时学生的主要表现有三类．第一类学生利用数

学实验工具“水”立方(装不同容量水的正方体盒

子)，或用刀切事先准备好的正方体块来研究截面，

探索正方体截面的形状，这属于在直观操作中培养

直观想象素养．第二类学生在度量计算(算图)和思

辨论述(证图)中培养直观想象素养，这属于数形结

合．如基于计算论述不可能为直角三角形；基于逻辑

推理思辨得出因为正方体有六个面，所以截面最多为

六边形，当截面多边形为五边形时，必有两条边平行，

从而不可能为正五边形等．第三类学生在具备一定直

观想象和逻辑推理等数学核心素养的基础上，在熟悉

几何画板或GeoGebra软件的情况下，制作出了直观

的动态演示文件，揭示正方体截面之间的关系．

(二)为学生提供丰富的实物模型和现实情境

部分学生并不相信逻辑告诉他们的事实．反例

比一般证明更能说服人．因而教师不能一味强调数

学的抽象，而应遵循由特殊到一般、由直观到抽象的

认识事物的客观规律．如对于假命题“四个面都是等

腰三角形的四面体为正棱锥”的讨论中，可以为学生

提供搭好的直观反例模型(如图2—1所示)．又如，可

以利用信息技术给学生展示直观的“正方体截面”动

画(如图2-2所示)．利用牟合方盖推导球体体积公

式的课堂中，教师可以亲自为学生呈现将蛋糕切成

牟合方盖的过程．

图2一

．Z

图2—2

此外，在关于多面体与球的切接问题中，由于球

心位置及球半径的确定对学生抽象思维要求较高，

可在第一次出现相关问题时为学生提供直观图形．

如图3，有了直观图形，学生可以更好地理解并

求解问题，如例2．

画。函
|冬|．{

例2 边长为订的Il：，J‘体的符棱‘j球卡H切．则

球的直径是多少?

(三)重视利用“基本图形”解决立体几何问题

对于立体几何问题，学生总感到图形线条多，又

处在不同平面内，难以发现要素之间的关系．实际

上，在空间几何体中，长方体、正四面体、球是基本图

形，它们类似于平面几何中的直角三角形、等腰三角

形、圆．把这些基本图形的组成元素的位置关系搞清

楚了，在解决其他问题时，就容易排除干扰，提炼出

本质特征来，因此，教学中要重视基本图形的作

用[2]．立足从“基本图形”到“变式图形”，再到“综合

图形”，要特别关注长方体这一最基本的立体图形，

充分发挥它在研究立体图形及其位置关系中的作

用．长方体的原型在生活中随处可见，学生所在的教

室就提供了离学生最近的实例．在研究基本图形位

置关系时，无论对于空间点、直线、平面位置关系的

整体认识，还是对于空间直线、平面的平行、垂直关

系的定义、判定定理、性质定理等，都可以在长方体

中找到对应的表示．长方体还可以和空间直角坐标

系建立联系，因此，它也是今后用向量法解决立体几

何问题的基础．

例3 在棱长为a的正

方体ABCD—AIB。C。D。中，点

M为等边三角形D。AC中线

D，E上一点，记点M到平面

AlD。DA、平面D1ClCD以及

平面ABCD的距离的平方和

为m，则研的最小值为

A B

图4

●-．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．一●

如图4，构造一个小长方体解题．

(四)关注立体几何基本研究方法和思想的渗透

从人们认识世界的过程来看，对“形”的认识要

先于对“数”的认识，“形”是直观、具体、形象的，“数”
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是理性、抽象、逻辑的．所以学习立体几何的基本方

法是“直观感知(识图)一操作确认(画图)～度量计

算(算图)一思辨”[2]．在经历识图、作图和在各种丰

富的情境中识别基本图形的过程中，学生能习得立

体几何基本的研究思想和方法，其中割补法、类比转

化法是最基本的方法．下面通过例题示例说明．

例4 已知斜三棱柱ABC诅。B。C。的底面是直

角三角形，侧棱长为4cm，作与侧棱垂直的截面，截

得的△EFG是边长为2cm的正三角形，则它的侧面

积为——．
如图5，先将原斜三棱柱沿直截面割为两部分，

后补为直棱柱，割补过程中体积、侧面积并没有发生

变化．

c A融F

H．，

将立体几何中的空间问题转化为平面图形的问

题，其本质是降维，降维也是推导欧拉定理的基本

方法．

(五)渗透数学文化，培养爱国情怀

文化是民族生存和发展的重要力量．立体几何

中与中国古代数学文化息息相关的“关键词”有很

多，如牟合方盖、祖咂原理、堑堵、阳马等．近几年的

高考题也传递着以立体几何为载体传承中国古代数

学文化的重要信息，如2019年全国卷中的金石文化

(形状为“半正多面体”的独孤印信)、2018年全国卷

中的“咬合时带卯眼的木构件的俯视图”、2015年湖

北卷中的“阳马”．这些问题既考查了学生的直观想

象素养，又让学生感受立体几何的实用价值，领略中

国古代数学的魅力．下面呈现两道以祖咂原理为背

景、需要学生通过直观想象构造模型、还原几何体求

解几何体体积的高考题．

例5(2013上海高考理一13) 在平面上，将两个

半圆弧(T一1)2+Y2—1(z≥1)和(T一3)2+Y2—1

(．r≥3)，两条直线y=1和Y一一1围成的封闭图形

记为D(如图6中阴影部分所示)．记D绕Y轴旋转

一周而成的几何体为Q，过(0，Y)(IYI≤1)作Q的

水平截面，所得截面面积为4丌~／1一y2+87r，试利

用祖咂原理、一个平放的圆柱和一个长方体，得出Q

的体积值——．

1 j
j、 j、

0 l 2／ 3 』4 1

一l
夕 ／／

H 6

例6(2019浙江高考-4) 祖陋是我国南北朝时

代的伟大科学家，他提出的“幂势既同，则积不容异”

被称为祖咂原理，利用该原理可以得到柱体的体积

公式V柱体=sh，其中s是柱体的底面积，h是柱体的

高．若某柱体的三视图如图7所示，则该柱体的体积

是( )

A．】58 B．1 62 C．182 D．324

正视图 侧视图

俯视阁

H?

祖咂原理是祖咂一生最具有代表性的发现，也

是等价转化数学思想的体现．割补的本质也是等价

转化．例7、例8为2021年版教材配置的习题，例7

中的多面体来自《九章算术》[31中的“楔体”，其体积

的求法可借助多种割补方案，既可以充分发挥学生

思维的发散性，又培养了学生的直观想象素养，更展

现了中国古人的智慧．例8的“鳖孺”中存在特殊的

线面关系，更体现“斜解立方，得两堑堵；斜解堑堵，

其一为阳马，一为鳖膈”的割补思想．

例7 在如图8所示

的多面体中，已知ABCD

为矩形，ABFE和DCFE

为全等的等腰梯形，AB=

4，BC=AE—EF一2．求此^

多面体的表面积与体积．

例8 我国古代数学

著作《九章算术》中研究过一种叫“鳖腈”的几何体
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(见《九章算术》卷五“商功”之一六)，它指的是由四

个直角三角形围成的四面体．用你学过的立体几何

知识说明这种四面体确实存在．

四、案例及思考

中国古代数学家将割补法与等价转化奉为珍

宝，创造出了让人赞叹不已的精神食粮．如祖H1亘在刘

徽构造的牟合方盖模型基础上，结合割补思想推导

得出了球的体积公式．与圆柱圆锥模型推导球的体

积公式相比，或许复杂了些，但经历这一过程让人感

受到的数学价值和情怀无以言表、无可媲美．笔者简

述课程案例的主要环节．

(一)准备工作

在本节课的前一天，布置画牟合方盖模型的作

图题．题目如下．

(三)课中讲解

环节1取出牟合方盖的八分之一(如图10一1

所示)

环节2研究八分之一牟

合方盖的体积并思考相关

问题

(1)如图10一2，设小正方

体的棱长为r，设ON—h，NL

一口，为什么oL=r?试求图

10一2中“带状阴影”部分的面

积．(因为点L在四分之一圆弧上，所以oL—r，而

S带状阴影一r2一n2一而2)

(2)如图10—3，设0N=h，思考四棱锥DAB—

CD的截面NRS丁的形状及面积．(截面NRST为

正方形，且SNRsl，一h 2)

(3)如图10—1，求八分之一牟合方盖的体积．
9

(V告牟合方盖=V小正方体一Vo一邶fD一号y3)

环节3牟合方盖体积的应用

推导球的体积公式并思考以下问题．

(1)用平行于底面的平面去截正方体的内切球，

所得截面是什么?

(2)用平行于底面的平面去截正方体的牟合方

盖，所得截面是什么?

(3)用平行于底面的平面去截正方体的牟合方

盖和内切球，求在等高处的截面面积比．(宅鱼丝董亘
。内切球截面

一生、
7r

环节4思考讨论

(1)说说你对牟合方盖的认识．

(2)在祖咂原理的基础上，利用牟合方盖模型推

出了球的体积公式，过程中都涉及了哪些思想?(割

补法和等价转化)

(3)你是否还有其他推导球的体积公式的方法?

本节课是运用前文所述教学策略的教学实践案

例．课前准备让学生画出牟合方盖，关注学生的作

图、识图．课前教师切出一个牟合方盖，为学生提供

实物情境．课中借助正方体、四棱锥、球等基本图形，

演绎了运用数学转化与化归思想方法推导球体体积

的精彩篇章．此外，本节课多次使用祖咂原理，传播

先祖的智慧，传承中国古代数学文化，让学生内心产

生自豪感，也激励学生养成钻研求真的科学精神，是

非常好的数学学科育人案例．笔者执教的学生

经历了利用牟合方盖推导球的体积公式的过程后，

(下转第26页)
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点评：本题考查了三角形的综合问题，主要涉及

正弦、余弦定理等．对于口2一△2结构，有几种思路

进行发散．

高考题(2019全国工卷理一17) △ABC的内

角A，B，C的对边分别为a，b以设(sinB—sinC)2一

sin2 A—sinBsinC．

(1)求A；(2)若√2a+6—2c，求sinC．

点评：对于(口一△)2一O 2一口△这一结构，先

用完全平方公式，化简后变为口2+△2一02+

口△，再用余弦定理解决．

(上接第4页)

对刘徽构造的牟合方盖模型，祖咂将八分之一牟合方

盖体积转化为一个小正方体体积减去一个四棱锥体

积，以及千年之前的数学家基于祖咂原理将割补法运

用得淋漓尽致发出感叹．数学转化与化归的思想方

法，数学的文化价值和育人价值的体现莫过于此．

“关注学生识图、作图、用图能力的培养”以及

“利用信息技术和实物模型为学生提供丰富的现实

情境”侧重在直观感知和操作确认中培养直观想象

和数学抽象素养，即为学生理解和掌握图形提供直

观，以实现抽象与直观的结合．而“关注在各种情境

中熟悉掌握基本图形、基本研究思想方法，关注渗透

数学文化”侧重实现学生的感性认识飞跃到理性认

识，在这一过程中，学生的空间想象能力、推理论证

能力、运用图形语言进行交流的能力以及几何直观

能力均得到提高，数学抽象、直观想象和逻辑推理素

养得以培育．经历这样的过程，也会让学生最终获得

言必有据的缜密思维习惯和求真的理性精神，激发

学生的爱国热情和民族自豪感，培养学习的积极性

和主动性．

立体几何在培养学生的直观想象等数学学科核

心素养方面发挥着不可替代的作用．而给学生“冷静

思考的时间”和“充分表达的机会”，是实现深度理解

的一个重要途径f4]．因此，在“立体几何初步”单元教

学的设计和安排中，教师要关注几何研究对象尤其

3．(石家庄市2017届高三一测一17) AABC

的内角A、B、C的对边分别为a、6、C，且(a--c)2—62

3

一百伽‘

(1)求cosB的值；

(2)若b一~／13，且sinA、sinB、sinC成等差数

列，求△ABC的面积．

点评：对于(口一△)2一02一口△这种结构，比

对2019年全国工卷理科数学第17题，发现它们的

结构有异曲同工之妙．

是基本图形[5]，善于整合各类教育教学资源．教师要

关注学生主体，倡导数学探究，结合立体几何内容的

内在逻辑和学生的认知特点，构建有针对性的教学

进度研究框架和探究实践案例．如可将2021年版上

教社高中数学教材必修三[63中的“多面体的欧拉定

理”、必修四"1中的“包装彩带”整合为学生探索研究

的案例，更好地培养学生的直观想象素养．
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