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试论数学核心素养视角下数列递推模型的教学价值

200124 上海师范大学附属中学 陈罡元

摘要：笔者基于对数学核心素养的认识和理解，结合教学实践经验，以面向数学的核心内容和基

本概念、面向数学的基本思想和思维方法、面向数学的学科价值与理性精神三个方向的视角，对典

型数列递推问题加以分析、整理，梳理解决问题需要使用的数学思维方法．探索将“提出问题”“建立

模型”“解决问题”等环节展现在教学过程中，进一步挖掘数列递推模型的教学价值，并提供教学

建议．
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一、数学核心素养在数列递推模型中的体现

引例北京天坛的圜丘坛为古代祭天的场所，

分上、中、下三层，上层中心有一块圆形石板(称为天

心石)，环绕天心石砌9块扇面形石板构成第一环，

向外每环依次增加9块，下一层的第一环比上一层

的最后一环多9块，向外每环依次也增加9块，已知

每层环数相同，且下层比中层多729块，求三层共有

多少块扇面形石板(不含天心石)．

解：首先设第孢环天石心块数为口。，第一层共

有咒环，则{a。)是以9为首项，9为公差的等差数

列，再设S。为{口。)的前咒项和，由题意可得S。。一

Sz。=Sz。一S。+729，解方程即可得到咒，进一步得到

S。。一3402．

在此问题的解决过程中，首先需要对天坛环形

结构图形和石块数的规律产生直观想象，抽象得到

等差数列的数学模型．进而分别对层、环、块等变量

加以逻辑分析，检验并修正得到的数学模型，运用等

差数列前咒项和的相关概念列出递推关系式并加以

运算求解．在此问题中，《普通高中数学课程标准

(2017年版)》凝练并提出的数学学科核心素养[13几

乎都能得到较好的体现．有研究认为，数学核心素养

包括三种内涵[2]．一是学生数学发展所必需的关键

能力，二是学生经历数学化活动而习得的数学思维

方式，三是学生经历数学化活动而习得的数学品格

及健全人格养成．笔者基于上述数学核心素养观点，

分别从面向数学的核心内容和基本概念、面向数学

的基本思想和思维方法、面向数学的学科价值与理

性精神探讨数列递推模型的教学价值．

二、面向数学核心内容和基本概念的教学价值

在数列的概念体系中，基本概念中包含数列的

定义即“按一定顺序排列的数”．而对这种顺序关系

的描述和研究就是数列学习的核心内容．建立数列

的递推关系模型是研究这种顺序关系非常直观、有

效的途径，也是基本的研究方法之一．甚至可以通过

建立递推模型来定义数列，并进一步研究出更丰富

的成果，比如斐波那契数列．

数学教学中常使用如下数列递推问题．

一个楼梯共有10级台阶，每步可以跨一级台阶

或二级台阶．走完这10级台阶，一共可以有多少种

不同的走法?

解：设走到第九阶台阶共有口。种不同的走法，考

虑到当人在第咒级台阶，其前一步应该处在第以一1

级台阶或第，2—2级台阶，因此可得数列{a。}的递推

公式．al一1，口2—2，a。一院。一1+口。2，，z≥3，”∈N+．

类似于斐波那契数列的提出，此问题研究的数

量、结构、变化等概念是面向数学本质的研究对象，

体现了数学抽象和逻辑推理的核心思想．

另外，在学习等比数列的前咒项和公式时，通过

计算“棋盘放米”问题，学生在体验数学抽象和数学

建模的过程中对核心概念产生深刻的认识和理解，

进而产生对指数函数递增速度快慢的直观感受，在

学习探究并解决问题的过程中产生获得感．从庄周

“一尺之棰”的典故引入极限的概念，使学生对有限

和无限产生认知冲突，激发学习和探究的兴趣．这些

常见案例证明在日常教学中引入和使用数列递推模

型是有效可行的．这样的尝试不仅是为了提高学生

的学习兴趣，更是希望通过提供体验数学建模活动

的过程，提升学生对数学核心内容和基本概念的理

解和掌握．

三、面向数学基本思想方法和思维方式的教学价值

汉诺塔问题是一个能够凸显数学思想方法的例
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子．先设将咒个圆盘转移到另一根柱子上最少需要

口。次移动，然后可以将转移过程分为三个步骤．第

一步先将上方的，z一1个圆盘转移到第三根柱子上，

这一共需要口。一，次移动；第二步将最下方的一个圆

盘转移到目标柱子上，这需要1步；第三步将第三根

柱子上的咒一1个圆盘转移到目标柱子上，这一共需

要n。一1步．因此，n。一2a。一l+1，由于口1=1，得口。=

2”一1，竹∈N+．

此题中，运用数列递推实质上是从宏观视角处

理问题，从各种复杂情境中提取最直接的信息，具有

数学抽象思维方式的特征．而在具体建立递推模型

时，又运用化繁为简的化归思想，将竹的问题与咒一1

的同构子问题建立等量联系．在离散数学等领域，这

类方法常用来解决一些递归问题[3]．

另一个经典的问题是进出栈模型．栈是一种先

进后出的数据结构，则序列为1，2，3，⋯，"时有多少

个不同的出栈顺序?

可以设一共有c(咒)种不同的顺序．那么，假设k

是最后一个出栈的数．比k早进栈且早出栈的有k

一1个数，一共有c(k一1)种方案．比k晚进栈且早

出栈的有竹一是个数，一共有C(扎一k)种方案．所以

一共有c(k一1)×c(n—k)种方案．而当k取不同值

时，产生的出栈序列是相互独立的，所以结果可以累

加得c(0)=1，c(1)=1，c(72)=C(0)C(72—1)+C(1)·

c(行一2)+c(2)c(行一3)+⋯+C(行一1)C(0)，行≥2，

7z∈N。．

在处理这个问题时，采用了类似于汉诺塔问题

的化归思想，不过这个问题更为复杂，需要对k的所

有可能取值加以讨论，体现了数学的另一重要思想

方法——分类讨论．再使用加法原则将所有情况的

种数进行相加，即可得到此问题的一个公式解．

而该问题的一种几何表述可以是：在规×，z的格

子中，只在主对角线下方三角形中走，每次横或竖走

一格，则从(0，0)到(扎，行)步数最少的走法共有几

种?这是数学中数形结合思想的体现，在这里代数

问题和直观图形建立了巧妙的联系，互相印证，而且

进一步研究还可以得到更多结论．

对上述问题进行以下转化，就可以得到它的另

一个公式解．要求步数最少，则每步只能往右或往上

走，向右走一步记为1，向上走一步记为0，于是一种

走法就对应了一个由咒个0和，z个1组成的2卵位

数，并且此数的前m位数(1≤优≤2n)中，1的个数

大于等于0的个数．设每一个72∈N的满足上述条

件的2，z位数的个数为c(咒)，可通过计算得c(咒)=
r、!

c毛一c：_1一!告．
儿l上

正是在各种数学思想方法的反复运用下，不同

问题之间能够顺利实现合理的转化，这里运用化归

思想的同时，还运用了分类讨论、数形结合等重要思

想方法．出栈问题如同一个宝库，需要综合运用各种

数学思想方法进行分析，有助于训练和提升数学素

养和逻辑思维；它还能延伸出许多相关问题，值得进

一步探究．

四、面向数学学科价值与理性精神的教学价值

有时一些问题看似错综复杂，其实却隐含着递

推的内在联系，当从递推的角度去思考、分析、发掘

这种关系，就会发现所要探索的本质．这其实就是数

学学科价值的体现，也是对理性精神的一种诠释．笔

者对以下三个问题进行分析，力求使学生体会这种

理性精神．

例1对于集合N={1，2，3，⋯，咒}的每一个非

空集，定义一个“交替和”如下：按照递减的次序重新

排列该子集，然后从最大数开始交替地减、加后继的

数．例如集合{1，2，4，6，9}的“交替和”是9—6+4—

2+1—6，集合{5}的“交替和”为5．求集合N一{1，

2，3，⋯，九)的每一个非空子集的“交替和”的总

和S。．

解：设N一{1，2，3，⋯，7z}的子集的“交替和”的

总和组成数列{S。)．规定空子集的“交替和”为0．对

于N一{1，2，3，⋯，咒)中的子集分为两类．

(1)子集中不包含元素行，这类子集的“交替和”

的总和就是S。。．

(2)子集中包含元素，z，对于任意一个这类的子

集，设该子集的“交替和”为．，，，而在该子集中划去竹

后的集合(包含空集)的“交替和”为Ti，由于竹是该

子集中的最大元素，则易得．，，一7z—Ti．又因为这类

子集共有2—1个，所以这类集合“交替和”的总和为

行·2”～一S。一1．

综合上述两类情况，可以得到S。一S。。+咒·

2“一1——S。一l一坨·2”一1．

例2 设T1，z2，如，⋯z。为正整数1，2，3，⋯咒

(，2≥2)的一个排列，则满足对任意正整数S，t且1≤

s<f≤行都有Lr，+5≤乃+t成立的不同排列的个数

为多少?

解：设竹个数时符合要求的排列数为％，显然当
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n=2时，a。=2．接下来，研究数列a。的递推关系．

首先，对于符合条件的l，2，3，⋯行的排列z，，z：，

西，⋯毛的基础上插入咒+1，则有以下两种情况．

(1)将n+1放在最后一项．由于1≤s<f≤7z，都

有LT，+s≤T，+t，且T，，z，≤7z，则有T，+s≤z，+f≤72

+1+行+1，因此所得到的排列符合要求．

(2)将咒+1放在原排列中竹的前一项．根据题

意有T1+1≤T2+2≤⋯≤zH+i一1≤zi+i≤zj+l

+i+1≤⋯≤Lr。+，z．则Tl+1≤z2+2≤⋯≤．TH+

i一1≤T。+i+1=．ri+i+1≤T，+l+i+2≤⋯≤z。+

”+1．zl+1≤一’2+2≤⋯≤zi一1+i一1≤(72+1)+i

一，z+(i+1)≤．ri+1+i+2≤⋯≤．r。+行+1．因此所

得到的排列符合要求．

对于Lr。<行排列有行+1+i>z。+i+1，因此，

将咒+1放在原排列中除上述两类外其余位置都无

法得到满足要求的排列．

然后，证明命题*：在对于不符合条件的1，2，

3，⋯竹的排列T㈤T。，．T。，⋯z。的基础上，插入咒+1，

将无法得到满足要求的行+1个数的排列．

可以考虑将符合要求的1，2，3，⋯72+1的排列

中去除最大项．ri一行+1．对于1≤s<f≤i一1和i+

1≤s<t≤，z+1都有T，+5≤z，+t，只需考虑zH，

zj，z汁1．‘．’Tj一1+i一1≤zi+i≤z2+l+i+1，．。．(咒+

1)+i≤z汁l+i+l，．’．z汁1≥卵，．。村㈩+i≥咒+i≥

z，一1+i一1．

因此去除最大项后1，2，3，⋯行的排列仍然符合

要求，根据逆否命题，可证命题*．

综上，可以得到a。的递推关系a。+，一2a。，口：一

2，(咒≥2，行∈N+)．

由此可得，正整数1，2，3，⋯咒(咒≥2)的排列数

为2”1．

数学中常运用“归纳一猜测一证明”的思维方式

来处理问题．上述两个问题都可以通过计算观察，采

用不完全归纳并猜测得到一般结论，是容易处理的．

在此方法的程序中，证明环节的重要性尤为突出，它

更能体现数学的学科价值和理性精神，也体现不完

全归纳到完全归纳的科学进步．另外，逻辑证明的多

样性和复杂性往往需要综合运用各种数学思想和数

学方法，教学中引导和尝试处理此类问题可以起到

全方位训练数学核心素养的作用．

例3已知定义在N+上的单调递增函数y一

厂(z)，对于任意的行∈N’，都有f(咒)∈N+且

厂(厂(”))一3n恒成立，则厂(咒)一——．

解：根据题意易得．厂(1)=2，f(2)=3．．厂(3)一6．

由此可进一步递推得到这些项的值．．厂(6)=．厂(．厂(3))

一9，，(9)一厂(厂(6))=18，厂(18)=厂(厂(9))=27⋯

可以归纳猜测，并用归纳法证明函数在这两列特殊

位置的取值，得厂(36)=2·36，f(2·3。)=3抖1．进

而观察当3k<行≤2·3‘时，自变量正整数行共有36

个，而值域(2·36，3抖1]中整数个数也为36个．因此

可得厂(咒)=2·3‘+(咒一36)=规+36，以∈(36，2·

36]．而当2·36<咒≤3抖1时，自变量正整数咒共有

36个．注意到此段函数的定义域和上一段函数的值

域相同，即存在m∈(36，2·3‘]，由于2·36<．厂(m)

≤3计1，使得．厂(72)=厂(厂(优))一3m，而值域(3抖1，

2·3抖1]中3的倍数个数也为36个，因此可得．厂(行)

一36+1+3(行一2·3‘)一3n一36¨，n∈(2·36，

3计1]．

f2，咒21

综j二，厂(72)={3咒一3‘+1，nE(2·36，3‘+1]，忌∈N．

1竹+36，竹∈(3‘，2．36]，kEN
例3问题的解决体现了以“点一线一面”的方式

探索未知的科学精神．首先根据解析式得．厂(．厂(1))

=3，假设．厂(1)=1或．厂(1)=2，结合函数递增的条

件进行验证，从而推理得．厂(1)=2．厂(2)=3．．厂(3)

一6．这其中已经包含了逻辑推理和分析的步骤，重

复上述推理的过程，还可以不断推出之后的一些特

殊的数．这就是“点”的层面．为了探究整个数列的分

布情况，需要寻找这些特殊的数的规律，发现厂(36)

一2·3‘，f(2·36)一3抖1这样两列递推模型就像两

条射线无限延升向未知的无穷远处，为探索所有咒

的通项提供了方向指引．有了“点”和“线”的铺设，如

同建立了坐标系，研究“面”就不再是难事．考查咒在

36<咒≤2·36和2·3‘<行≤3抖1时其函数值的规

律，就能得到对于整个正整数上的函数解析式即数

列的通项公式．其实类似“点一线一面”的过程也正

是科学探索其他未知问题的主要方式之一．在教学

中使用这样的数学递推问题模型有助于体现数学的

学科价值，同时也能有效提升学生的理性思维．从而

习得数学品格、养成健全科学人格．
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