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单元视角下条件概率、全概率公式和贝叶斯公式的教学
安徽省金寨第一中学 六安市徐道奎名师工作室 徐道奎 (邮编：237300)

摘要 条件概率和新增的内容是整个概率论教学的重点和难点，更是高中学生概率学习的重点

和难点．教学时，要重视概念的抽象概括，用整体的视角理解概念、公式之间的逻辑关系，构建概念联系

体系，领悟概念及公式的本质，让学生从逻辑的、整体的、直观的视角理解一个概念和三个公式，培养学

生分析和解决概率问题的能力．
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1 问题提出

根据普通高中数学课程标准(2017年版，

2020年修订)，人教版新教材对概率内容进行了

调整，在原教材(课程标准·实验版对应的教材)

条件概率的基础上增加了样本空间(有限)、乘法

公式、全概率公式和贝叶斯公式(选学)等内容，

新增内容使得高中概率知识体系更加完整，尤其

条件概率、乘法公式、全概率公式、贝叶斯公式的

整体“融人”，强化了条件概率在求解概率问题中

的应用，有利于学生全面领悟概率的本质．

条件概率及新增的内容概念性强，逻辑性

强，运用概念和公式时对问题的分析和推理能力

要求高，因此，对教师教学要求高．

条件概率、乘法公式、全概率公式和贝叶斯

公式(以下称为一个概念三个公式)对培养学生

思维方式和逻辑推理能力，形成解决概率问题的

能力，掌握概率问题解决的方法，体悟概念和公

式的现实和哲学上意义，落实“立德树人”的根本

任务，都有着特别重要的价值．本文就条件概率

定义(概念)及条件概率定义之后的乘法公式、全

概率公式和贝叶斯公式的教学谈一点认识．

2学情分析

学生学习“一个概念，三个公式”之前已初步

掌握了概率的基本概念，初步理解样本空间，样

本点，古典概型，事件及其关系，能够理解并事

件、和事件、互斥事件、对立事件的基本含义．而

这一部分内容(选择性必修(第三册))一般安排

在高二下学期或高三上学期学习，学生的逻辑思

维能力，直观观察能力和问题探究意识相比之前

的概率学习时明显增强．不利因素是，学生对通

过概率研究随机现象、随机事件的方法不适应，

习惯于用“统计”的方法解决概率问题，对一些抽

象的概念不理解，缺乏解决概率问题的基本方法

(事件和样本空间分析)．

3逻辑关系

(1)条件概率是理解并进行复杂概率运算的

基础，乘法公式、全概率公式和贝叶斯公式是条

件概率的应用和拓展．条件概率的本质是缩小样

本空间后的事件概率，通过古典概型(或其他概

型)，抽象概括成条件概率的概念(定义式)[1]．

(2)将条件概率的“定义式”进行变形即可得

到乘法公式，乘法公式与条件概率定义式是概率

的同一关系的不同显现形式，由乘法公式立即可

以得到独立事件概率计算公式．乘法公式彻底解

决了积事件概率问题．

(3)全概率公式是概率加法和乘法公式的综

合运用，其本质是将一个复杂事件的概率分解成

若干个两两互斥的事件“相并”的概率，用以解决

由“原因”事件引起“结果”事件概率问题，从已知

的可求的事件的概率推算未知的复杂事件的概

率是概率论问题解决的基本思想，全概率公式充

分体现了这一思想．

(4)贝叶斯公式

贝叶斯公式是条件概率、全概率公式和概率

乘法公式的融合．贝叶斯公式的本质是条件概

率，其应用的意义在于，按照事件发生发展的顺
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序针对“结果”反求“原因”的概率问题．

4体系建构

“一个概念三个公式”的教学重心是概念的

建立，其中，条件概率和全概率公式是相对初始

的概念，是概念建立的关键环节．

4．1 条件概率：分析“事件”和“空间”，抽

象、概括形成概念

如前所述，条件概率的本质是缩小样本空间

后事件概率．人教版教材A版(以下简称“教材”)

采取“问题情境——思考探究——抽象概括”的
方式，以古典概型为基础，得出条件概率的概念

(定义式)，值得注意的是，条件概率虽从古典概

型推出，但其适用范围却具有一般性，也适用于

其他概型．

条件概率概念的建立要抓住“事件”和“空

间”进行分析，要分析“条件”是必然性还是“随

机”性，是以“条件”重构的样本空间还是在原样

本空间中运用“条件”．因此，“事件⋯‘空间”和“条

件”是概念建立的关键词．

(1)对条件A的理解．第_，从缩小样本空间

的角度上看，在条件“已经发生”的基础上，样本

空间缩小了，是在缩小了的空间上用概率模型或

概率计算方法求舻概率．第二，从概率之间的相

互联系分析，在事件A发生的条件下，事件B发

生的概率P(B IA)又与在原样本空间上事件A

发生的概率P(A)有关系，正因为此时的P(A)

是事件A在原样本空间发生的概率，因而事件

A在原样本空间里不是“必然发生”的事件，不是

“发生过了”的事件，而是随机事件．

(2)对P(B lA)和P(AB)的分析．学生容易

混淆P(B 1A)和P(AB)，认为它们都是“事件A

发生了，事件也B发生了”，实际上，它们有着本

质的区别．第一，前者指缩小样本空间后事件B

发生的概率，此时，事件A已经发：生了，以A发

生为条件重新组构样本空间．第二，后者指原样

本空间上事件A、B同时发生的概率，此时事件

A不一定是必然发生的事件，一般为随机事件．

亦即，第一，它们的样本的空间不同，前者以事件

A发生为条件，缩小了样本空间即QA，后者是原

来样本空间Q没有改变．第二，事件不同，前者是

针对缩小样本空间后的事件B，后者是针对原样

本空间的事件AB． ’

p r AR、

条件概率定义式P(B lA)一≮等反映了

“原”样本空间的P(A)、P(AB)与缩小后的样本

空间的P(B IA)之间的关系．

教学时一定要搞清楚P(B IA)和P(AB)两

者的不同，否则，之后的“三个公式”教学就会出

现误区，陷入困境．

(3)注意“条件”的变化．条件概率中的“条

缈具有相触’P(眦)一等，P(加)一
等①．①式中含两个式子’其‘‘条缈不一
样，说明在一个样本空间中，条件不是一成不变

的，这在之后的乘法公式、贝叶斯公式中能够更

好的体现．

(4)条件概率的计算．条件概率一般有三种

求法，一是原样本空间概率法，即定义式，二是缩

小样本空间法，是指在缩小的样本空间上用古典

概型或几何概型等计算，三是原样本空间计数

法，即P(B IA)一掣黑．
(5)条件概率的性质．根据条件重构样本空

间、缩小样本空间后“新”的样本空间上概率的性

质即是条件概率的性质(见教材)．

案例1(2022全国高考I卷第20题)试

题略．

分析第二问的第(i)问．考查意图：考查

条件概率定义式，如果把左右两边的条件概率都

进行转化，就有以下解法一．

解法一 由题意，左边R一竺掣．
P(B lA)

P(AB)

P(B IA) P(A)
—————_：=_=———==一
P(B IA) P(BA)

P(A)

P(AB)

右边一兰里
P(AB)

P(B)

P(AB)

P(A) P(AB)P(AB)
————====-=———!==———————==：=●

P(BA) P(BA)P(BA)

P(A)

P(AB)

P(B) P(AB)P(AB)
————====●=———!==——————?====_

P(AB) P(BA)P(BA)

P(B)

所以，左边一右边，原式得证．

如果从左边直接向右边转化，需要将左边的

条件概率用定义式转化，化成“一般”(非条件)概

率，然后把“一般”(非条件)概率再转化为变换

“条件”后的条件概率，体现了“条件”的相对性．
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解法二 左边R一型型
P(B IA)P(B IA)

P(AB)

P(A)

P(BA)

P(A)

P(AB)

P(A) P(AB)P(AB)
————====●=————==●——————_====_·
P(BA) P(BA)P(BA)

P(A)

P(B)P(A IB)P(B)P(A IB)

P(B)P(A lB)P(B)P(A lB)

P(A B) P(A B) 。、．

P(A B) P(A B)
2—_：2-一。———了=-2石迈．

第(ii)问的考查意图 考查用缩小样本空

间的方法求条件概率以及“条件概率”中的对立

事件的概率关系．如：P(A IB)、P(A|B)是在事

件B发生的条件下(相同样本空间)，事件A和

A分别发生的概率，所以P(A IB)+P(A IB)一

1，同理P(A IB)+P(A IB)一1．这实际上就是

条件概率的性质：逆事件的条件概率．

4．2乘法公式：注重条件的变化，条件概率

定义的变式运用

由①式得乘法公式，P(AB)一P(A)·P(B

IA)，P(AB)一P(B)·P(A IB)②．②式与①式

是等价的，说明在求积事件AB概率时，“条件”

可以是A，也可以是B，积事件中的“条件”是相

对的．“一个概念，三个公式”的概念建立环环相

扣，积事件中“条件”的变化是之后理解贝叶斯公

式的基础．

运用公式②时，由于P(B IA)与P(AB)在

同一式子中，我们一般通过缩小样本空间先求出

条件概率P(B IA)，再用公式②求积事件AB的

概率．

两个事件的积事件概率公式可以推广到咒

个事件，即之前发生的事件作为之后事件发生的

条件．

直观上，当事件A与B相互独立时，事件A

发生与否对事件B发生的概率没有影响，此时P

(B IA)一P(B)(P(A)>0)，尸(A B)一P(A)

(P(B)>o注意：作为条件的事件其概率必须大

于零)，相应的，公式②变成了P(AB)一P(A)·

P(B)③．如果从直观上判定两个事件是独立事

件后，③式是作为独立事件的结论的，如果我们

假定或已知两个事件相互独立，则可以用③式的

结论求积事件概率了．而如果从独立事件定义角

度上看，③式则作为判断独立事件的条件．

以下四条中的任意一条均可作为判断独立

性的条件[6]：

(1)P(AB)一P(A)·P(B)．

(2)P(B IA)=P(B)(P(A)>O)．

(3)P(B『A)=P(B IA)(O<P(A)<1)．

(4)P(B A)+P(B A)一1(0<P(A)<

1)．

4．3 全概率公式：抓住事件的转化，积事

件、和事件的综合运用

全概率公式概是概率论又一个难点，其概念

建立的关键是处理好事件的关系，尤其是通过对

事件的发生发展的“路径”分析和样本空间中事

件关系的分析把事件进行转化．

建立概念时，可按照“形成全概率公式初步

印象(形式)一建立全概率公式意图和思想方法

一全概率公式的证明一全概率公式的直观理解

一全概率公式应用要点”的思路进行．

(1)形成全概率公式的初步印象

案例2 甲袋中装有3只红球和2只白球，

乙袋中2只红球和5只白球，现从甲袋中任取一

球放入乙袋，再从乙袋中任取一球，求从乙袋中

取出的是红球的概率．

设计意图 以事件的发生发展把事件进行

转化的“朴素”的思维方式，处理好事件关系，渗

透分类讨论思想．

分析设A表示从甲袋取出的是红球，B

表示从乙袋中取出的是红球．显然，求从乙袋取

出的是红球的事件概率要考虑从甲袋中取出的

球是什么颜色，一是从甲袋取出的是红球放人乙

袋，再从乙袋取出红球，二是从甲袋取出的是白

球放入乙袋，然后从乙袋取出红球．因此，事件B

转化为两个互斥事件BA与BA相并，即(BA)U

(BA)=B．

由概率的有限可加性和乘法公式，得

P(B)一P(BA)+P(BA)一P(A)P(B IA)

+P(万)P(B l万)=詈·詈+詈·詈=装．上述
分析过程可用“概率树图”表示．这就是全概率公

式的基本形式．

全概率公式的基本含义是通过事件转化求

解概率．怎样把事件进行转化呢?第一，当一个
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事件发生有多种情况时，要考虑分类，通过分类

理出事件发生发展的条理．第二，分类后的每一

个事件一般不再是“单一”的事件，而是积事件．

第三，事件转化后，通过和事件与积事件求概率．

(2)建立全概率公式意图和思想方法

把一个复杂事件变成若干个互斥事件相并，

通过并事件(互斥)概率和积事件概率乘法公式

即可求得复杂事件的概率，这就是全概率公式的

基本思想．

全概率公式是概率论的重要内容，生产实践

中我们遇到的事件是复杂的，用“隐含的事件关

系简单”“概率关系简单”的事件表示复杂事件，

然后求其概率是我们处理概率问题的基本方法．

(3)全概率公式及其证明

“一般地，设A。，A：，⋯，A。是一组两两互斥

的事件，A。U A。U⋯U A。一n，且P(A。)>o，

i一1，2，⋯，竹，则对任意的B垦Q，有P(B)一

。■

芝：P(A，)P(B A。)④”．称④为全概率计算
2—1

公式．
n

记U A，一Q，A。，A。，⋯，A。称为样本空间

Q的一个“完全事件组”，或样本空间Q的“一个

划分”，是事件B发生的一系列“可能的原因”，它

们两两互斥，而A，A一般认为是样本空间Q的

最简划分，即A UA—Q．

全概率公式可以利用并事件与积事件概率

关系证明．由于B—B n Q，所以B—B n(A，U

A。U⋯UA。)一(BA。)U(BA：)U⋯U(BA。)，

由概率性质，

P(B)一P(BAl)+P(BA2)+⋯+

P(BA。)，再由积事件公式②，④式即得证．

(4)注重通过逻辑和直观理解全概率公式

注重通过“逻辑”和“直观”理解全概率公式．

全概率公式的逻辑基础是并事件、积事件的概

率，用并事件求概率体现了求事件概率的分类讨

论思想．从逻辑的角度上讲，原样本空间Q被分

成n个两两互斥事件A，，A：，⋯，A。后，在原样

本空间中的每一个A：(i一1，2，⋯规)上，事件B

就是积事件BA。(教材和教师用书中，“新的样本

空间上事件B就是积事件AB”[23即是这个含

义)，而P(BA：)一P(A：)P(B A：)，求出事件B

在原样本空间的每一个A：(i—l，2，⋯行)上发生

其概率和即可．

直观上，可以借助于概率“树图”和韦恩图分

析，以集合视角理解全概率公式．教学时，要根据

高中学生的认知特点，对照直观的图形，用通俗

易懂的语言解释全概率公式．

(5)全概率公式的运用要领

第一，化难为易，找准样本空问及空间的合

理“划分”．

用全概率公式解决概率问题，关键要理解原

样本空问和该空间的一个“划分”的意义，什么是

样本空间的一个“划分”，为什么要划分?以“教

材”的例5为例，样本空间的样本点是三台机床

加工的零件，显然，这个样本点要分为第一台、第

二台和第三台机床加工的零件，相应的事件“任

取一个零件为次品”有三种情况，即取出的次品

是第一台生产的、第二台生产的和第三台生产

的．如果不把空间进行划分，问题理不出条理，我

们称事件中隐含的关系复杂．因此，划分样本空

间，可以突出样本空间的层次，使事件关系变得

简单．

有些问题，明显可以看出构成“空间”的样本

点(基本事件)具有不同的类型，这往往也是我们

划分空间的标准．

第二，用全概率公式

解决问题的基本路径是：

①全概率问题一般涉及

事件和“条件”，所以要用

字母表示相应的事件，这
图1

里的“事件”尽量“单一”，一般不交叉，如：涉及男

女性别不同和色盲与否的问题，一般不用如：“男

生色盲”“女生不色盲”作为一个事件，而用“男

生”“女生”“色盲”“不色盲”为一个事件．②根据

问题所反映的“事实”，确定具体的样本空间及其

“构成”空间中的样本点(基本事件)．③分析样本

空间中的事件有没有层次和不同的类型，依据事

件的层次和类型进行空间划分．④分析问题中

(题目)的每一个条件，把条件转化为相应的“事

件关系”或“事件的概率”．⑤根据全概率公式进

行计算．

案例3(根据文[3]例题改编)根据数据分析，

一种较复杂的数学问题，某班级学习能力强的学

生有90％的可能会做，学习能力不强的学生有

90％的可能不会做．据分析，这个班有80％的学

万方数据
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生其学习能力是强的(可认为任意抽取一个学

生，其有80％的可能性是学习能力强的)．

(1)现随机选一名学生，其会做的可能性有

多大?

(2)若某个学生会做，其多大可能是学习能

力强的?

分析本题涉及学习能力强与不强，问题会

做不会做，先用字母表示有关事件．A一学习能

力强，A一学习能力不强，B一问题会做，B一问

题不会做．题目的条件可转化为：P(B A)一

o．9，P(B IA)一o．9，P(A)一o．8．概率空间戈4分

为A UA=n．

(1)根据样本空间的构成，把会做的学生分

成两类，一类是学习能力强的学生，一类是学习

能力不强的学生，根据全概率公式，P(B)一

P(A)P(B IA)+P(A)P(B IA)一0．9×0．8+

O．1×0．2一O．74；

(2)该问题可以放在学习贝叶斯公式之后分

析，我们在此解答的目的是巩固条件概率和全概

率公式．问题相当于已知P(B)(第一问的结

果)，求P(A B)，由条件概率公式，P(A B)一

等，需要先求出P(AB)，在求P(AB)时，
我们转化问题的视角(贝叶斯公式思想)，把事件

A作为条件，所以P(AB)一P(A)·P(B IA)一

0．8×0．9=0．72，所以P(A㈤一等一
O．72而一0．973．
全概率公式教学的难点是：当A。，A。，⋯，

A。都是引发事件B发生的原因时(A，UA：U⋯

UA。一Q，Ai·Ai一⑦，P(Ai)>o，i一1，2，⋯，

咒，)，为什么B一(BA。)U(BA：)U⋯U(BA。)

(事件关系的转化式)?突破难点有一个过程，不

能急于求成，要渗透于概念形成的各个环节，在

全概率概念建立和完善之后，要及时引导学生总

结“事件关系的转化式”的意义．

(1)自然语言的直观意义是：事件B发生总

是在样本空间的每一个A：空间中与事件A。同

时发生．

(2)逻辑的角度(最严谨)分析为：B—B n

Q，A。UA：U⋯UA。=Q．

(3)集合的视角理解是：样本空间n上，事件

B与A：交集的并集(参看图1)．

(4)结论反映的本质是(从事件的概率关系

反观事件关系)：事件B在样本空间Q上发生的

概率是它在该空间的每一个划分A。上发生概率

的加权平均数[4]．这个“权”即P(Ai)．

4．4 贝叶斯公式：领悟概率问题解决的思

维转化，概念、公式的全面融合

贝叶斯公式的本质是条件概率，从思维策略

上分析，全概率公式和贝叶斯公式体现了解决概

率问题的两种不同的思维方式，前者“由因推

果”，分类讨论，用来解决已知“原因”事件求“结

果”事件概率的问题，后者“执果寻因”，“分析每

个原因对结果所做的贡献”，用以求解已知“结

果”发生时，“某个原因”事件导致的概率．

案例4(人教版教材例5，题略)

分析问题涉及零件是否为次品和来自哪

一台车床，因此，要先把事件用字母表示，理出事

件及其关系条理．设B=“任取一零件为次品”，

A。一“零件为第i(i一1，2，3)台车床加工”．整个

问题围绕B和A。(i—l，2，3)展开，显然A。，A。，

A。两两互斥，A，UA：U A。一Q，P(B A1)一O．

06，P(B A2)一P(B A3)一O．05，P(A】)一O．

25，P(A 2)=O．30，P(A。)一0．45．

(1)求P(B)．因为A，，A。，A。是样本空间

n的一个划分，所以，由全概率公式，P(B)一

P(B IAl)+P(B IA 2)+P(B IA 3)=O．0525．

重点分析第二问．

(2)题目要我们求P(A√B)(i一1，2，3)．

以求P(A，1 B)(*)为例，由条件概率知，

P(A。lB)一呈等等}，结合题设，我们在求积事
件概率P(A，B)(**)时，用乘法公式，把“条

件”变成A，，即P(AlB)一P(A。)P(B A，)，在

求P(B)时，用全概率公式，P(B)一P(B IA。)+

P(B A。)+P(B A。)(***)，亦即第一问结

论，P(B)一o．0525．注意：求(*)式时，“B”为条

件，而在已知的(**)(***)中，用乘法公式

和全概率公式，“A：”为条件，即“已知”(右边)和

要求的“结论”(左边)的“条件”发生了改变，

P(A，B)

P(A，lB)一—万F寺F

P(A，)P(B lAl)

P(B fAl)+P(B fA2)+P(B A。)

万方数据
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就是贝叶斯公式，即条件概率．

问题解决的出发点是条件概率，通过改变

“条件”求积事件(P(A。B))概率，再结合全概率

公式(求P(B)时用全概率公式，A。UA：UA。=

Q，A。，A。，A。是样本空间的一个划分)，问题得

到解决．这样，即可得出贝叶斯公式的基本形式．

在上述例题基础上，总结出一般情形下的贝

叶斯公式，即：在公式④的条件下，若P(B)>O，

则P(Ai IB)一-三鱼竺21二盟，i一1，2，⋯咒
∑P(A。)P(B IA。)

⑤． 特别地， P (A B) 二裟 一

————三竽立旦堡生垒)_—_一⑥．为什么说贝
P(A)P(B lA)十P(A)P(B lA)

叶斯公式是“执果寻因”，对于高中学生，不能仅

从概念上和意义上讲解，要引导他们直观观察．

我们观察公式⑤即可发现其“形式上”的特征，由

“Ai(i一1，2⋯)条件下事件B发生的概率(右

式)，可求B条件下事件A发生的概率(左式)”，

说明在一个样本空间里，“条件”是变化的，条件

是相对的．如果从形式上理解和记忆，公式⑥的

前半部分P(A B)一号尝导即为条件概率，而前半部分P(A B)一{罴即为条件概率，而
该条件概率分子、分母中的P(AB)、P(B)可用

积事件和全概率公式求出，不过与公式左边的

“P(A lB)”相比，右边的“条件”改变了．

贝叶斯公式是条件概率、全概率公式、乘法

公式的融合，教学的关键是理顺其与条件概率、

全概率公式之间的逻辑联系和公式自身的逻辑

关系，引导学生理解公式的本质及其意义．公式的

结论形成后要引导学生分析：(1)公式的来龙去

脉，怎样由条件概率推出公式．(2)公式的意义，已

知“结果”的概率求某个“原因”概率是改变“条件”

后概率之间的关系．(3)公式中哪一部分用积事件

概率求出，哪一部分通过全概率公式求出．

贝叶斯公式的运用，使我们充分理解了条件

概率、乘法公式和全概率公式之间的联系，在生

产实践中，贝叶斯公式的这种“执果寻因”的意义

更为重要．

案例5大数据表明，50周岁以上男性的低

风险人群中，每1000名中有3名患有结肠癌(以

下简称为“J病”)．如果一名男性患有“．，病”，其

大便检查有隐血的可能性是50％，如果没有患

“J病”，其大便检查有隐血的可能性只有3％．现

有一50周岁低风险男性的大便检查有隐血，问

其患“，病”的概率有多大?

问题意图 贝叶斯公式，“执果寻因”．

分析用字母表示出相关事件，A：50周岁

低风险男性患“，病”；B：大便检查有隐血．

由题意，P(A)一o．003，P(B A)=O．5，P

(B IA)一o．03．现在我们来求P(A|B)．

由贝叶斯公式⑥，

P(A『B)一 !丝竺!里丝 ：
P(A)P(B IA)+P(A)P(B IA)

O．003×0．5一丽丽涵了而面丽一o·047755·
贝叶斯公式之所以著名，“在于其现实以至

哲理意义上的解释”，在不知事件B是否发生的

情况下，人们把A。，A。，⋯，A。发生的可能性

P(A。)，P(A。)，⋯，P(A。)，称为“先验概率”，现

在已知事件B发生，人们对Ai发生的可能性大

小就按照公式⑤进行估计，称为“后验概率”．

5结束语

“一个概念，三个公式”的教学绝不能止于公

式的记忆和死板教条的应用，要让学生理解概

念、公式之间的联系，把握概念和公式的本质．第

一，以条件概率为逻辑起点，理顺关系，掌握知识

间的逻辑结构．第二，要充分理解“条件概率”之

于三个公式的意义，“条件”的相对性，“条件”的

变化．第三，要掌握通过“事件”引领，注重事件的

转化和样本空间的分析，以事件和空间串联问题

线索的问题解决方法，分析事件之间关系、概率

之间关系．
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