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高三数学二轮复习微专题教学探讨

———以《求圆锥曲线的离心率范围问题》一课为例

张启兆,陈之领

(江苏省无锡市青山高级中学,214000)

摘　要:近年来,微专题教学已经成为大家广泛认同的高三数

学二轮复习的一种有效课型。以高三数学二轮复习课《求圆锥曲线

的离心率范围问题》的设计为例,说明微专题教学应该注意选题的

针对性,选取高考热点、难点;注意认知的基础性,梳理知识和方法;

注意方法的明确性,构建解决一类问题的“路线图”;注意思维的灵

活性,拓展问题类型,克服思维定式。

关键词:高三数学二轮复习　微专题教学　《求圆锥曲线的离

心率范围问题》

　　所谓“微专题教学”,是指立足于具体的

学情、考情,选择一些角度新、切入点小、针对

性强的复习专题,力求解决学生复习中的真

实问题,加深学生对数学知识与方法的理解,

提升学生思维能力的一种教学方式。近年

来,微专题教学已经成为大家广泛认同的高

三数学二轮复习的一种有效课型。本文结合

高三数学二轮复习课《求圆锥曲线的离心率

范围问题》的设计,谈谈对微专题教学的一些

实践与思考。

一、选题的针对性———选取高考热点、

难点

求圆锥曲线的离心率范围问题综合性较

强,灵活多变,能有效地考查学生的数学素

养,是近几年高考的一个热点。这类试题往

往条件隐晦,涉及面广泛,需要同时关注图形
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的几何特征和函数的取值范围,使得不少学

生感到困难,不知从何入手。因此,选择“求

圆锥曲线的离心率范围问题”为复习主题(研

究对象),以帮助学生应对热点,突破难点。

二、认知的基础性———梳理知识和方法

微专题教学要帮助学生梳理本专题所涉

及的知识与方法,从而让学生充分感悟不同

问题之间的联系,进而形成对一类问题更为

系统、全面的认识,为学生在新的情境问题的

解决过程中形成结构化的能够举一反三、触

类旁通的图式做好准备。

本节课中,为帮助学生梳理认知结构中

已有但是相对零散的求解圆锥曲线的离心率

范围问题的知识和方法,笔者出示了以下教

材改编题:

(1)(苏教版高中数学选修1 1第35页

习题第9题改编)已知椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b

>0)的两个焦点分别为F1、F2,短轴的一个

端点为P。若∠F1PF2 为钝角,求椭圆离心

率的取值范围;

(2)(苏教版高中数学选修1 1第39页

练习第5题改编)求双曲线x2

k- y2

2-k=1的离

心率的取值范围。

这两道题目引导学生回顾求圆锥曲线离

心率范围问题的关键是寻找a、b、c之间的不

等关系,基本方法是从几何特征或代数特征

出发寻找不等关系;同时,让学生体会数形结

合思想在解决这类问题中的作用。

然后,笔者提出了以下反思性问题:

(1)圆锥曲线离心率怎样计算? (预设:

椭圆的离心率e=c
a

,e2=c2

a2 =a2-b2

a2 =1-

b2

a2,0<e<1;双曲线的离心率e=c
a

,e2=c2

a2

=a2+b2

a2 =1+b2

a2,e>1。)

(2)通过对圆锥曲线离心率计算公式的

研究,发现求解圆锥曲线离心率的范围问题

的关键是什么? (预设:寻找a、b、c之间的不

等关系。)

(3)解析几何问题用得最多的转化是几

何问题代数描述、代数问题几何表示。几何

条件“∠F1PF2 为 钝 角”怎 样 用 代 数 方 式 描

述? (预设:①点P 在以F1F2 为直径的圆内,

即OP<1
2F1F2,即b<c;②PF1

→·PF2
→=(-c,

-b)·(c,-b)=b2-c2<0;③cos∠F1PF2=

2a2-4c2

2a2 <0;④tan∠OPF1=tan∠OPF2=

c
b >1。)

(4)若方程x2

k- y2

2-k=1表示双曲线,则

隐 含 什 么 条 件? (预 设:k 和 2-k 非 零、

同号。)

(5)可从哪些方面寻找a、b、c之间的不等

关系? (预设:从题意出发,从圆锥曲线自身

性质出 发,从 几 何 特 征 出 发,从 代 数 特 征

出发。)

这五个问题旨在引导学生利用数形结合

思想,重新审视求圆锥曲线离心率范围问题

的过程,为学生自主生成求圆锥曲线离心率

范围问题的方法做准备。

三、方法的明确性———构建解决一类问

题的“路线图”

微专题教学要帮助学生建立良好的解题

认知结构,实现“为迁移而教”,应将重点放在

构建解决本专题问题较为清晰的“路线图”以
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及渗透解决本专题问题的一般数学思想方法

上,而不是只关注单个题目的具体解法。要

防止复习的“碎片化”,避免“就题论题”,不能

将专题教学异化为同类题的综合训练。

求解圆锥曲线的离心率范围问题中,很

多问题的条件与椭圆或双曲线的焦点三角形

(以曲线的两焦点和曲线上一点为定点的三

角形,故其三边分别为两个焦半径和焦距)有

关。因此,笔者选择其中的两类典型———已

知两个焦半径的夹角大小、已知两个焦半径的

长度关系,帮助学生梳理解题的基本思路:在

焦点三角形中,利用圆锥曲线的第一定义、余

弦定理以及其他已知条件等,将有关的量用a、

b、c表示出来;再利用基本不等式、三角形的三

边关系、焦半径的取值范围等,建立a、b、c之间

的不等关系。具体设计如下:

例1　(2018年高考全国Ⅱ理科卷第12

题改编)已知F1、F2 是椭圆C:x
2

a2 +y2

b2 =1(a

>b>0)的两个焦点,若椭圆C 上存在点P,

使得∠F1PF2=120°,则椭圆C的离心率的取

值范围是　　　　　。

例2　(2018年高考全国Ⅰ理科卷第11

题改编)设双曲线x2

a2 -y2

b2 =1(a>0,b>0)的

左、右焦点分别为F1、F2,若点P 在双曲线的

右支上,且PF1=4PF2,则此双曲线离心率的

最大值为　　　　。

例3　(2018年高考全国Ⅱ文科卷第11

题改编)已知椭圆C:x
2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)的

左、右 焦 点 分 别 为 F1(-c,0)、F2(c,0),若

椭圆C 上 存 在 点 P,使 得 a
sin∠PF1F2

=

c
sin∠PF2F1

,则椭圆C 的离心率的取值范围

是　　　　　。

例1属于“已知两个焦半径的夹角大小”

问题,可以看作之前的教材改编题(1)的变

式:椭圆上确定的点变为不确定的点,椭圆上

点对椭圆焦点不确定的张角变为确定的张

角。解题时,可以在焦点三角形中运用椭圆

的第一定义和余弦定理,结合基本不等式寻

找基本量的不等关系:由椭圆的第一定义知

PF1+PF2 =2a,F1F2 =2c,由 余 弦 定理得

F1F2
2=PF2

1+PF2
2-2PF1·PF2·cos∠F1PF2

=(PF1 +PF2)2 -2PF1 ·PF2 -2PF1 ·

PF2·cos120°,得4c2=4a2-PF1·PF2,由

基本 不 等 式 得 PF1 ·PF2 ≤ PF1+PF2

2
æ

è

ö

ø

2

(当且仅当 PF1=PF2 时取等号),得4a2-

4c2≤a2,3a2≤4c2,即e2≥3
4

,又0<e<1,所

以 3
2≤e<1。

例2属于“已知两个焦半径的长度关系”

问题。解题时,可以在焦点三角形中运用双

曲线的第一定义和已知的长度关系,结合三

角形的三边关系寻找基本量的不等关系:由

双曲线的第一定义得 PF1-PF2=2a,结合

PF1=4PF2 可得PF1=8
3a,PF2=2

3a,由三

角形的三边关系得PF1+PF2≥F1F2(当且

仅当P 为双曲线右顶点时取等号),得8
3a+

2
3a≥2c,10a

3 ≥2c,即e≤5
3

……或者结合焦

半径的取值范围寻找基本量的不等关系:由

焦半径的取值范围得PF1≥c+a或PF2≥

c-a(当且仅当 P 为双曲线右顶点时取等

号),得8
3a≥c+a或2

3a≥c-a,则5
3a≥c,
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即e≤5
3

……

例3可以看作例2的变式:双曲线变为

椭圆,PF1=4PF2 ( 即 1
PF2

= 4
PF1

) 变为PF1

=ePF2 ( 即 a
PF2

= c
PF1

,即 a
sin∠PF1F2

=

c
sin∠PF2F1

) 。解题时,同样可以利用三角形

的三边关系:易得PF1=2ea
1+e

,PF2= 2a
1+e

,由

三角形的三边关系得PF2-PF1≤F1F2,得

1-e
1+e

·2a≤2c,即1-e
1+e≤e,解得 2-1<e<1。

或者利用焦半径的取值范围:由焦半径的取

值范围得a-c<PF1<PF2<a+c,得a-c<

2ea
1+e< 2a

1+e<a+c,即1-e< 2e
1+e< 2

1+e<1

+e,即e2+2e-1>0,解得 2-1<e<1。

这三道高考改编题及之前的教材改编

题(1)之间联系密切,可以帮助学生建立良好

的解题认知结构,实现“为迁移而教”。

四、思维的灵活性———拓展问题类型,克

服思维定式

数学问题千变万化,基本的题型总结不

可避免有一定的局限性。微专题教学,在帮

助学生提炼有明显类型特征的基本问题解题

思路的基础上,要呈现一些没有明显类型特

征的拓展问题,将学生的思维引向深处,帮助

学生克服思维的定式,增强思维的灵活性。

求解圆锥曲线的离心率范围问题中,还

有一些问题的条件与椭圆、双曲线的焦点三

角形无关。对此,笔者引导学生跳出椭圆或

双曲线焦点三角形的局限,将上述问题的条

件看作更一般的“与椭圆、双曲线上不确定的

点有关”,从而进一步得出:问题的条件还可

以是与椭圆、双曲线上不确定的点有关的其

他条件,或与椭圆、双曲线的不确定的弦有关

的条件。由此,笔者出示如下两个问题,引导

学生感受求圆锥曲线的离心率范围问题的多

变性以及解法的灵活性。

例4　已知椭圆x2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)和

圆O:x2+y2=b2,若椭圆上存在点P,使得过

点P 所引的圆O 的两条切线互相垂直,求该

椭圆离心率的取值范围。

例5　已知椭圆x2

a2+y2

b2 =1(a>b>0),O

为其中心,AB 为其过中心的弦,F 为其右焦

点,若 AF⊥BF,且 ∠ABF∈ π
12

,π
4[ ] ,则 该

椭圆离心率的取值范围是　　　　　。

例4中,椭圆上不确定的点P所满足的条

件与焦点三角形无关。对此,我们可以充分分

析条件,探索问题本质:如图1,设过点P所引

的圆O的两条切线分别切圆O于点A、B,连接

OA、OB,根据PA⊥PB,结合圆的切线的有关

的知识,可知四边形OAPB是正方形,所以OP

= 2OA= 2b,即点P在以O为圆心、以 2b为

半径的圆上。利用这一几何特征,便可得到

2b2≤a2 的不等关系,即有2a2-2c2≤a2,a2≤

2c2,即e2≥1
2

,2
2≤e<1。这一解法体现了

充分利用几何特征求解的转化思想。

图1

例5的条件与椭圆不确定的中心弦有
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关。对此,我们仍然充分分析条件,探索问

题本质:如图2,根据 AF⊥BF,O 为 AB 中

点,可 得 AB=2OF=2c;结 合 ∠ABF 的 范

围,可以将 AF、BF 用∠ABF 表 示 出 来,即

AF=2csin∠ABF,BF=2ccos∠ABF;取椭圆

的左焦点F′,连接AF′,根据AB 为椭圆的中

心弦,结合椭圆的对称性,可知AF′=BF;结

合椭圆的第一定义,即 AF+AF′=2a,可得

2csin∠ABF+2ccos∠ABF=2a,则e=c
a =

1
sin∠ABF+cos∠ABF= 1

2sin ∠ABF+π
4

æ

è

ö

ø

。

这样便将要求范围的量e用已知范围的量

∠ABF表示出来。于是,由∠ABF∈ π
12

,π
4[ ] ,

得∠ABF+π
4∈ π

3
,π
2[ ] ,sin( ∠ABF+π

4 )

∈ 3
3

,1
é

ë

ù

û
,则e∈ 2

2
,6
3

é

ë

ù

û
。这一解法体现

了建立目标函数求解取值范围的函数思想。

图2

最后,笔者出示如下一道条件与双曲线

的不确定的弦有关的问题,作为课后作业,进

一步拓展学生对求圆锥曲线离心率范围问题

的认识,让学生体会分类讨论等数学思想的

运用:

作业　(2018年高考北京理科卷第14题

改编)设双曲线C的中心为点O,若有且只有

一对相交于点O、所成的角为60°的直线A1B1

和A2B2,使|A1B1|=|A2B2|,其中A1、B1 和

A2、B2 分别是这对直线与双曲线C 的交点,

则该双曲线离心率的取值范围是　　　　。

综合上述教学设计,从另一个角度看,微

专题教学比较合适的策略是“小题引路,例题

精讲,变式巩固”,即结合学生实际,精心设计

“问题串”,以简单问题带动知识和方法的梳

理,以典型例题阐述知识和方法的应用,辅之

以变式串讲,巩固提升对知识和方法的理解。

同时,单个问题比较合适的教学策略是引导

学生经历问题提出、分析、比较、解决、提炼的

过程,帮助学生形成“基本想法”,提升思维

能力。
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