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【课堂聚焦·教材教法】

高中数学新教材 “同一个函数” 的教学重构研究

廖运章， 张铭慧
（广州大学 数学与信息科学学院， 广东广州　 510006）

【摘　 要】 《普通高中数学课程标准 （2017 年版 2020 年修订） 》 明确提出同一个函数的定义， 引领

着高中数学教材编写、 课堂教学与测量评价。 在解读高中数学新课标、 新教材的基础上， 笔者重构应然的

“同一个函数” 的教学设计， 建议高中数学教科书删除用 “对应关系” 判断同一个函数的方法， 采用新课

标的处理思想与具体操作的定义， 并与 《数学分析》 等高等数学教科书保持一致。
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《普通高中数学课程标准 （2017 年版 2020 年
修订） 》 （以下简称 “新课标” ） “附录 2　 教学
与评价案例” 之 “案例 2　 函数的概念” （以下简
称 “案例 2” ） 明确指出， 如果两个函数的定义域
相同， 且相同的变量值对应的函数值也相同， 那么，
这两个函数就是同一个函数。 新课标为何专门对此
做出规定？ 这些规定对数学教材编写、 课堂教学、
测量评价有何引领价值， 笔者将对此进行深入研究。

一、 “同一个函数” 的课标与教材分析
以往的高中数学考试大纲和课标关于 “同一个

函数” 的概念是没有规定的， 但 2004 年人教 A 版
和 2004年湘教版高中数学教材则分别给出 “两个
函数相等” 的定义， 依次是 “如果两个函数的定义
域和对应关系完全一致， 我们就称这两个函数相
等” “如果两个函数 f， g 的定义域是同一个数集
A， 并且对任意的x∈A都有 f（x）＝ g（x）， 就说这两
个函数相等， 记作 f ＝ g”。 此外， 2004 年沪教版高
中数学教材虽未对 “同一个函数” 下定义， 但练习
3. 1第 5题要求判断 “下面四组函数中， 函数 f（x）
与g（x）表示同一个函数的是……”。

囿于教材的不同处理， 导致教学实践出现如何
判断两个函数是否是同一个函数的诸多困惑。 比
如， 对比函数 y ＝ x，x∈｛－1，0，1｝与 y ＝ x2019，x∈
｛－1，0，1｝是否是同一个函数。 从 2004 年人教 A 版
来看， y ＝ x2019不能再化简， 显然与 y ＝ x 不同， 即
“对应关系不完全一致”， 这两个函数不相等； 但按

照 2004年湘教版的定义， 如果相同的变量值对应
的函数值相同， 那么这两个函数相等。 孰是孰非，
莫衷一是， 容易让人产生歧义。

其实， 由于教材中 “对应关系” 是不加定义
的， 如何判断 “对应关系完全一致” 难以统一， 这
是造成教学混乱的外在因素， 其本质是没有理解函
数概念， 反映出函数概念 “集合对应说” 本身的缺
陷———没有明确什么是对应。 这正是 1859 年数学
家李善兰等翻译的 《代微积拾级》 首次引入函数名
称至今， 学生难以把握函数定义本质的根本原因。

（一） 新课标的 “同一个函数”
新课标史无前例地对函数定义做出规定， 即

“给定两个非空实数集合 A 和 B， 以及对应关系 f，
若对于集合 A中的每一个实数 x， 集合 B 中有唯一
实数 y＝ f（x）与 x 对应， 则称 y ＝ f（x）为集合 A 上的
函数”。 对应关系强调的是对应的结果， 而不是对
应的过程。 例如， 借助高中函数的表达式， 可以认
定函数 y ＝ cos2x＋sin2x， x∈（－∞，＋∞）与函数 y ＝ 1，
x∈（－∞，＋∞）表示同一个函数。” “函数 y ＝ x2，
x∈（－∞，＋∞）与函数 y ＝x2， x∈（0，＋∞）的对应关系相
同， 但它们是不同的函数， 因为它们的定义域不同。

不难发现， 新课标采用分离式看待函数， 即函
数就是一个对应系统， 实数集 A、 实数集 B、 对应
关系 f是函数 f： A→B的构成要素， 三者相对独立，
当 A中的任意一个实数 x， 在 B 中都有唯一确定的
实数 y＝ f（x）和 x 对应时， 这个对应系统就是从实
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数集 A 到实数集 B 的一个函数， 记作 y ＝ f （ x）
（x∈A，y∈B）。

简单来说， 对实数集 A 中的任何一个实数 x，
实数集 B中都有唯一确定的实数 y＝ f（x）与 x 对应，
y＝ f（x）就是集合 A上的函数。 其中， 对应关系 f是
形式上的， 是不带实数集 A、 实数集 B 的， 即 x→
f（x）表示给定实数 x就有唯一对应的 f（x）， 而不管

x是否属于实数集 A， f（x）是否属于实数集 B。 对

应关系相同指的就是形式上相同， 如上面提及的函

数y＝ x2， x∈（－∞，＋∞）与函数 y＝ x2， x∈（0，＋∞）。
对于同一个函数， 新课标指出， 更一般地， 可

以判断两个函数是否相同： 如果两个函数的定义域

相同， 且相同的变量值对应的函数值也相同， 那

么， 这两个函数就是同一个函数。 直观地说， 如果

两个函数的图象重合， 这两个函数是同一个函数。
可以看出， 在两个函数的定义域相同的情况下， 新

课标采用 “相同的变量值对应相同的函数值” 作为

判断两个函数是否是同一个函数的主要依据， 这与

《数学分析》 等高等数学教科书的要求一致。
（二） 新教材的 “同一个函数”
随着新课标关于判断两个函数是否是同一个函

数依据的颁行， 各新版高中数学教材也做了相应的

调整 （见表 1）。 可是， 2019 年人教 A版、 2019 年

北师大版、 2019 年苏教版等三套数学新教材仍主

要采用 “对应关系是否相同” 来处理， 并未采纳新

课标的建议。

表 1　 高中数学新教材 “同一个函数” 的具体定义

教材版本 “同一个函数” 的定义

2019年
人教 A版

如果两个函数的定义域相同， 并且对应关系

完全一致， 即相同的自变量对应的函数值也

相同， 那么这两个函数是同一个函数［1］

2019年
北师大版

函数概念强调了数与数之间的对应关系， 并

且对应关系指的是对应的结果， 而不是对应

的过程。 比如， y ＝
1， x＞0，
－1， y＜0

与 y ＝ x
x

是同

一个函数［2］

2019年
苏教版

虽然两个函数的表达形式不同， 但如果其对应

关系相同， 定义域相同， 那么这两个函数就是

同一个函数。 例如函数 y＝x2［x∈（0，＋∞）］与函

数 s＝ t2［t∈（0，＋∞）］ 是同一个函数。 如果两个

函数的表达式相同， 即其对应关系相同， 但定

义域不同， 那么这两个函数就是不同的函数［3］

2019年人教 A 版高中数学新教材关于 “同一
个函数” 的定义由 2004 年人教 A 版数学教材的函
数相等变化而来， 即由 “如果两个函数的定义域和
对应关系完全一致， 我们就称这两个函数相等”，
变为 “如果两个函数的定义域相同， 并且对应关系
完全一致， 即相同的自变量对应的函数值也相同，
那么这两个函数是同一个函数”。 尽管增加了 “即
相同的自变量对应的函数值也相同” 的内容， 但教
材例 3的解答并未做相应调整， 依然沿用对应关系
判断法进行判断， 如将例 3 第 （3） 问变形为 y ＝

x2 ＝ x ＝
－x， x＜0，
x， x≥0，

与 y＝x（x∈R）进行比较， 当

x＜0时， y＝ x2与 y ＝ x（x∈R）对应关系不相同， 所
以两个函数不是同一个函数。

2019年北师大版教材特别强调 “对应关系指
的是对应的结果， 而不是对应的过程”， 但在第 52
页例 1第 （2） 问判断 f（x）＝ x2， g（x）＝ （x＋1） 2 是
否是同一个函数， 因为两个函数的对应关系不同，
所以不是同一个函数。 此判断理由并不能体现这是
“对应结果” 的不同， 恰恰体现教材将对应关系理
解为解析式， 反而因为 “过程 （解析式） ” 不同
而判断其不是同一个函数。 此外， 其余 3 道习题也
体现了 2019 年北师大版教材分离式看待函数三要
素， 并要求定义域和解析式都相同才能判断两个函
数是同一个函数。

2019年苏教版涉及 “函数相同” 的相关内容
不多， 只简单下定义， 而未给出范例。 该教材表示
“表达式相同， 即对应关系相同”， 但 “表达形式
不同， 对应关系也可相同”， 所以 2019 年苏教版认
为对应关系除了解析式还有别的表现形式， 但是并
未进一步展开。 因此， 2019年苏教版只能确定同时
比较定义域和对应关系时， 如果定义域不相同， 那
么函数不相同； 而表达形式不同， 但对应关系相同
的例子只局限于相同的解析式用不同的字母表示。

（三） “同一个函数” 的判断
由于教材未定义对应关系， 如何理解对应关系

相同， 每个人的看法都不一致， 容易产生歧义。 况
且， 在定义域相同的前提下， “对应关系完全一致”
与 “相同的自变量对应的函数值相同” 并不等价。
“对应关系完全一致” 的外延小于 “相同的自变量
对应的函数值相同” 的外延， 违反给概念下定义的
基本要求———定义应当相称。

因此， 笔者建议教师在 “同一个函数” 的课堂
教学中采用 “如果两个函数的定义域相同， 且相同
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的变量值对应的函数值也相同， 那么， 这两个函数
就是同一个函数”。 这正是新课标的处理思想与具
体操作的定义。

下面基于 2019年人教 A 版高中数学必修第一
册， 以 “两个函数是同一个函数” 例 3 的教学为

例， 设计应然的教学方案， 具体教学过程如下。

二、 应然的 “同一个函数” 教学设计
（一） 教学目标
新课标要求学生建立完整的函数概念， 判断两

个函数是否是同一个函数也是学习函数概念的一个
重要方面。 结合函数本质理解并掌握同一个函数定
义， 学会用定义法和图象法判断两个函数是否是同
一个函数。

（二） 教学过程
1. 概念回顾

问题 1： 我们学习了函数的概念， 大家还能想

起函数定义吗？ 请用图示简单表示函数定义。
函数是一种特殊的对应关系 f： A→B， 通常表

示为 y＝ f（x）， x∈A， 函数值是 f（x）， “对应” 是
函数的本质， 如图 1所示。

图 1

形象地说， 函数就是一个对应系统， 由实数集
A、 实数集 B、 对应关系 f构成， 当 A中的任意一个
实数 x， 在 B中都有唯一确定的实数 y＝ f（x）和 x对
应时， 这个对应系统就是从实数集 A到实数集 B的
一个函数， 记作 y＝ f（x）（x∈A，y∈B）。

【设计意图】 只有把握函数定义本质， 才能正
确判断两个函数是否是同一个函数。 通过回顾已学
的函数概念， 为学生学习 “同一个函数” 概念做铺
垫， 用图表表示函数定义， 促进学生理解函数的概
念， 掌握函数 “对应” 的本质。

2. 导入 “同一个函数” 概念

由函数定义可知， “对应” 是函数的本质。 如

果两个函数的定义域相同， 相同的变量值对应的函
数值也相同， 那么， 这两个函数具有特殊的关系，
我们称这两个函数是同一个函数。

教师板书 “同一个函数” 的定义： 如果两个函
数的定义域相同， 相同的变量值对应的函数值也相
同， 则称两个函数是同一个函数。

换言之， 只要两个函数的 “对应系统” 一样，
即 “A中的任意一个实数 x， 在 B 中都有唯一确定
的实数 y＝ f（x）和 x 对应” 相同， 则这两个函数是
同一个函数。

从图象上看， 如果两个函数的定义域相同， 对
同一个自变量 x的值， 相应的函数值 y 相同， 则由
点集 ｛（x，y） ｜ y ＝ f（x），x∈A，y∈B｝， ｛（ x，y） ｜ y ＝
g（x），x∈A，y∈B｝构成的图象重合。 因此， 如果两
个函数的图象重合， 则这两个函数是同一个函数。

【设计意图】 由函数定义直接引出 “同一个函
数” 概念， 让学生理解判断两个函数是否为同一个
函数要从函数的三要素出发， 要紧紧围绕函数的本
质———对应。 同时， 也可借助图象表示函数， 视觉
化呈现两个函数， 有效帮助学生理解 “相同的变量
值对应的函数值也相同”。

3. 理解概念
问题 2： 刚刚我们学习了同一个函数的定义。

由定义可知， 定义域以及 “相同的变量值对应的函
数值也相同” 的对应结果是判断两个函数是否是同
一个函数的关键； 此外， 对比两个函数的图象也可
以判断两个函数是否是同一个函数。 同学们能否用
这两种方法解以下例题？

例 1　 下列函数中哪个函数与函数 y ＝ x 是同一

个函数？
（1） 函数 y＝ x2 ； （2） 函数 u＝

3
v3 。

问题 3： 函数 y ＝ x2 （ u ＝
3
v3 ） 与函数 y ＝ x

的定义域分别是什么？ 它们的定义域相同吗？
问题 4： y＝ x2 （u＝

3
v3 ） 在实数集 R内取何

函数值？ y＝ x呢？ 这两个函数在实数集 R内对应的
函数值相同吗？

问题 5： 由函数定义可知， 因为这两个函数相
同的变量值对应的函数值不同 （相同）， 所以这两
个函数不是 （是） 同一个函数。 同学们能否通过函
数图象来验证这一结论？

【设计意图】 新课标采用分离式看待函数， 函
数的定义域、 对应关系、 值域三要素相对独立， 判
断两个函数是否是同一个函数也需同时判断定义域
和 “相同的变量值对应的函数值是否相同”。 定义
法的运用紧紧围绕着函数的本质与同一个函数的定
义。 此外， 学生也可以对比两个函数的图象， 直观
而快速地验证 “相同的变量值对应的函数值是否相
同”， 从而判断两个函数是否为同一个函数。

问题 6： 同学们能从以上例题总结出判断两个
函数是否是同一个函数的基本步骤吗？
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在解题的过程中， 教师总结解题步骤， 让学生
经历从特殊到一般的思维过程， 帮助学生形成一定
的逻辑思维能力， 让学生在解题时有清晰的解题
思路。

4. 巩固概念 （变式教学）
根据新课标与新教材的同一个函数定义的指

引， 例 1的解答渗透了 “相同的变量值对应的函数
值也相同” 的解题思想。 教师通过以上例题， 引导
学生初步理解 “同一个函数” 的概念及其判断步骤
后， 再通过设置练习题的方式进一步引导学生巩固
和内化相关知识。

学生活动： 教师请两名学生到讲台上分别板
演。 学生完成后， 师生共同评价并完善。

例 2　 下列函数中哪个与函数 y＝x是同一个函数？

（1） 函数 y＝ （ x ） 2； （2） 函数 m＝ n
2

n
。

例 3　 函数 y＝ x， x∈｛－1，0，1｝与 y＝ x2019， x∈
｛－1，0，1｝是否相等？ 请说明理由。

例 2与例 3各有特色， 教师帮助学生鉴别习题
特点， 灵活地应用定义进行解题， 使学生在理解中
应用概念， 在应用中深化理解同一个函数的定义。

5. 系统化概念
（1） 课堂小结视觉化， 促进知识系统化
问题 7： 本节课我们学习了同一个函数的定义、

判断同一个函数的两种基本方法， 以及判断同一个
函数的基本步骤， 同学们能否用自己的语言进行描
述？ 或者用一种直观的方法来总结今天所学的知识。

教师引导学生进行总结后， 用课件出示以下内容。
①同一个函数的定义： 如果两个函数的定义域

相同， 相同的变量值对应的函数值也相同， 则称两
个函数是同一个函数。

②判断两个函数是否是同一个函数的基本方
法： 定义法 （函数值法）、 图象法。

③判断两个函数是否是同一个函数的基本步
骤： 定义域是否相同⇒相同的变量值对应的函数值
是否相同， 如图 2。

图 2

【设计意图】 函数本身具有抽象性， 要通过把
函数知识分解为一个个学生可以接受的局部知识进
行教学， “同一个函数” 也是其中的重要组成部分。
理解和应用同一个函数的定义也是深化理解整个函
数知识系统的过程。 用图示的方式直观简明地视觉
化呈现同一个函数的定义及其内在联系， 能使学生
愉悦地获取知识， 也有助于其在后续学习过程中将
此局部知识重新融入整个函数知识系统之中。

（2） 布置课后作业， 巩固和发展知识系统
1. 下列各对函数是否是同一个函数？ 并说明

理由。
（1） 函数 f（n）＝ 2n＋1， n∈Z， 函数 g（n）＝ 2n

－1， n∈Z；
（2） 函数 f（x）＝ 2x， x∈｛2，4｝， 函数 g（x）＝

x2， x∈｛2，4｝；
（3） 函数 f （ x） ＝ （x－2） 2 ， x≥2022； 函数

g（x）＝ x－2， x≥2022。
2. 课本 P67练习第 3题。
3. 课本 P72习题 3. 1第 2题。
以上课后作业旨在培养学生在不同情境中判断

同一个函数的能力， 引导学生将已有的知识系统运
用到新的问题之中， 激发学生不断探索和求知， 完
善和发展自身知识结构， 保持知识系统先进性。

三、 讨论与建议
通过比较分析发现， 除 2004 年人教 A 版数学

教材和 2004年湘教版数学教材用 “函数相等” 外，
新课标及其配套新教材都采用 “同一个函数” 的术
语。 是否要区别 “同一个函数” 与 “函数相等”
两个概念？ 苏柏山教授认为， 表现形式有所不同，
甚至进行简单的变形后的函数都不能认为是 “同一
函数”， 而只能认为是 “相等的函数”， 建议采用
“相等的函数” ［4］。

华东师范大学版 《数学分析》 采用 “两个函
数相同”， 约定某两个函数相同， 是指它们有相同
的定义域和对应法则； 如果两个函数对应法则相同
而定义域不同， 那么这两个函数仍是不相同的； 两
个相同的函数， 其对应法则的表达形式可能不
同［5］。 高等教育出版社 《数学分析》 采用 “函数
相等”： “对于两个函数 f和 g 当且仅当它们有相同
的定义域 X， 且对 X 内的每一个实数 x， 它们有相
同的函数值， 我们才称这两个函数相等， 记为f＝g。
显然它们的值域也必相同。” ［6］此外， 北京师范大
学出版社 《数学分析》 采用 “函数相等” 。 北京
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境， 使综合算式的模型印入学生的脑海中， 便于学
生自主创建更多的综合算式模型以解决实际问题。
因此， 教师在教学中除了可以采用依据问题列综合
算式解决实际问题这样的常态化教学方式， 还可以
采用 “联系情境说说这个算式表示的意思” “结合
算式创编实际问题” 这样的逆向提问教学设计。 根
据实际情境列综合算式， 是生活化向数学化的转
变， 而根据综合算式想象实际情境， 则是数学化向
生活化的转变。 生活与数学的双向互通， 能够有效
实现直观与抽象的相互交融， 帮助学生建构综合算
式模型， 最终促成学生问题解决能力的提升。

（三） 构建题组模块， 对比分析实现深度理解
比较是学生学习数学的重要方式， 通过比较，

学生对数学知识的认知才能走向更深层次。 在题型
结构、 数量关系、 解题方法、 数学思想上构建基于
同一个数学模型的题组模块， 引导学生进行对比分
析， 能够帮助学生对知识的深度理解与掌握。 如前
文所述， 苏教版教材中提供了意图明确的三类题组
练习， 教师可以充分运用这三类题组练习， 挖掘练
习背后的设计意图， 让隐性的数学规律结构化、 可
视化、 算法化。 同时， 教师应进一步挖掘题组素
材， 引导学生基于现有题组续编练习， 进而构建题

组模块。 学生自主构建题组模块的过程， 既是内化
知识的过程， 也是运用知识的过程， 最终实现对知
识的深度理解。 此外， 题组模块的对象不仅仅局限
于简单的混合运算算式中， 还可以是多道混合运算
实际问题。 教师可以构建题型结构、 数量关系相近
的实际问题题组模块， 让学生在解决问题后进一步
尝试续编题组， 在不断完善的题组模块中发现一般
性规律， 强化对解决问题过程的理解， 培养和发展
初步的数学建模意识与能力。
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大学出版社 《数学分析》 不区分 “函数相等” 和

“同一个函数”， 两个词都使用［7］。 一般地， 国内

相关大学数学教材都没有区分 “函数相等” 或

“同一个函数”。
国外引进的相关数学分析教材也没有明确区分

这两个术语。 俄罗斯数学教材选译 《数学分析 （第
一卷） （第 4版） 》 采用 “函数相等”： “如果两个

函数 f1， f2 有相同的定义域 X， 且对每个 x∈X， 这

两个函数的函数值 f1（x）， f2（x）一致， 就认为两个

函数 f1 与 f2 一致或相等， 这时记作 f1 ＝ f2” ［8］。 机

械工业出版社 《数学分析》 采用 “函数相等” ［9］。
而美国托马士等所著的 《托马士微积分》 则采用

“同一函数” ［10］。
不难看出， 无论是国内还是国外大学数学教

材， 都没有特别区分 “同一个函数” 和 “函数相

等”， 可不区分使用， 但新课标已采用 “同一个函

数” 的说法， 为不产生歧义， 建议高中数学统一采

用 “同一个函数” 的术语。
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