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  摘  要 ：数学的眼光 、数学的思维 、数学的语言是构成数学核心素养的三大支柱 ．在数学教学中 ，要突出

数学思维活动的教学 ，注意追溯专家的思维过程 ，展示教师的思维过程 ，暴露学生的思维过程 ，引导学生学会

理性思维 ，实现在思维层面上的深度学习 ，从而优化学生的思维品质 ，培养和发展学生的数学学科核心素养 ，

为学生的长效发展和可持续发展奠基和助力 ．
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  关注学生的长效发展和可持续发展 ，使学生形

成终身受益的数学学科核心素养 ，受到了人们的高

度重视 ，成为当前数学教学改革的重要导向和热门

话题 ．《普通高中数学课程标准（２０１７ 年版）》指出 ：

“数学核心素养是数学课程目标的集中体现 ，是具有

数学基本特征的思维品质 、关键能力以及情感 、态度

与价值观的综合体现 ，是在数学学习和应用的过程

中逐步形成和发展的 ．”要求通过数学教学 ，引导学

生会用数学的眼光观察世界 、会用数学的思维思考

世界 、会用数学的语言表达世界［１］
．在这里 ，把数学

的眼光 、数学的思维 、数学的语言看成是构成数学核

心素养的三大支柱 ．数学核心素养既是高度抽象的

思维产物 ，又是高于数学知识的思维方法 ．数学思维

是数学核心素养最重要的部分 ，也是发展学生数学

素养的根基所在 ．数学学习的本质 ，是数学思维活动

的过程 ．因此 ，突出数学思维活动的教学 ，优化学生

的思维品质 ，使学生学会理性思维 ，实现学生在思维

层面上的“深度学习” ，是培养和发展学生数学核心

素养 、促进学生数学核心素养养成的有效途径和重

要抓手 ．

1  追溯专家的思维过程 ，培养数学思维的意识

人们对数学知识 、数学思想和数学方法的认识 ，

一般都是先在实践中获得了大量的数学事实和活动

经验 ，然后再根据这些事实和经验来总结 、归纳和提

炼出相应的数学命题和数学规律 、数学思想和数学

方法 ，再通过逻辑推理来加以证明 、予以验证 ．在这

个程中 ，数学的思维起着关键性的作用 ．
［２］数学教学

要根据课标 、教材和学情 ，充分利用现有的教学资源

精心设计 ，引领学生追溯当年数学家探究数学知识 、

发现数学规律 、提炼数学思想方法的心路历程 ，体验

数学家在建构数学概念和用已有的知识去探索未知

世界的思维活动 ，使学生从专家们探究 、发现数学的

知识 、思想和方法的思维活动过程中感悟数学思维

的魅力 ，增强数学思维的意识 ．

案例 1  “弧度制”一课的教学片断 ．

师 ：前面一节课 ，我们将角的概念进行了推广 ，建立

了任意角的概念 ，对“角”有了新的 、进一步的认识 ．

问题 1  角的大小是如何进行度量的 ？

生 ：规定周角的
１

３６０
为 １度的角 ．这种用度作为单位

来度量角的单位制叫作角度制 ．

师 ：角度制是古巴比伦人对天文学和数学所作出的

一个重大贡献 ！古巴比伦人受“黄道 １２星座”和“春秋分

日 ，太阳划过半个周天的轨迹恰好等于 １８０个太阳直径”

的启发 ，把圆周等分为 ３６０份 ，将每一份所对的圆周角叫

做 １度的角 ，由此产生度量角的一种制度 ———角度制 ．

问题 2  用度作为度量角的单位是唯一的吗 ？

你觉得度量角的大小还能有其他方法吗 ？

生 ：应该有 ．例如长度的度量 ，既可以用“尺” ，也可以

用“米” ，度量重量可以用千克 、磅等不同单位 ．

师 ：很好 ！角度制是 ６０进制 ，１度等于 ６０ 分 ，１分等

于 ６０秒 ．但我们在进行计算时 ，很多时候运用的都是 １０

进制 ．这就产生了进位制不统一的问题 ．

问题 3  你觉得还可以选择怎样的单位来度量
一个角的大小呢 ？

师 ：面对这一问题 ，许多数学家进行了不懈的探索 ．

公元 ６世纪 ，印度著名数学家阿利耶毗陀尝试将一个圆

的周长分成 ２１ ６００等份 ，相应地将该圆的直径分成 ３ ４３８

等分（即取圆周率 π ＝ ３.１４１ ２） ，产生了从圆周长与半径

的关系上着手研究角 ，孕育了最早的弧度制的概念 ．１８世

纪初 ，Roger Cotes肯定了这种度量角的方式的自然性和
便利性 ．在 １７４８ 年 ，大数学家欧拉在他的一部划时代著

作《无穷小分析概论》中 ，运用类比角度制的方法 ，提出了
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弧度制的概念 ，确立了弧度制的思想 ．他认为 ，可以把圆

的半径作为弧长的度量单位 ，使一个周角等于 ２π弧度 ，１

弧度等于周角的
１

２π
．这一发现将线段与弧的度量统一起

来 ，大大地简化了三角公式及计算 ．下面 ，我们不妨沿着

欧拉的足迹 ，从它的研究成果出发 ，对弧度制的有关知识

展开探究 ．

问题4  如图１ ，射线 OA绕端点O旋转到 OB形
成角 α ．在旋转过程中 ，射线 OA 上一点 P（不同于点
O）的轨迹是一条圆弧 ，这条圆弧对应于圆心角 α ．

记圆弧 PP１ 的长为 l 、圆弧的半径 OP ＝ r ，则 l ，r ，α
之间存在着怎样的关系 ？

生 ：设 α ＝ n° ，由初中学过的知识 ，有 l ＝ nπ r
１８０

．

师 ：很好 ！变形一下 ，可得
l
r ＝ n × π

１８０
．

图 １ 图 ２

问题 5  如图 ２ ，在射线 OA 上任取一点Q（不同
于点 O） ，OQ ＝ r１ ，在旋转过程中 ，点 Q所形成的圆

弧 QQ１ 的长为 l１ ，则
l１
r１ 是多少 ？由此 ，你能得出什

么结论 ？

生 ：类似于问题 ４ ，可得
l１
r１ ＝ n × π

１８０
，没有改变 ，即圆

心角 α所对的弧长与半径的比值 ，只与 α的大小有关 ．

师 ：这就是说 ，圆心角 α所对的弧长与半径的比值 ，随

圆心角 α的确定而唯一确定 ．从而启发我们 ，可以利用圆

的弧长与半径的比值来度量角的大小 ．

问题 6  你能类比角度制 ，给出弧度制的有关

概念吗 ？

在学习弧度制之前 ，学生对角度制已经有了一

定的了解 ，如果在此基础上直接给出弧度制的定义 ，

建立起弧度制与角度制之间的联系 ，学生也能接受 ，

并能运用弧度制的知识来解决一些相应的问题 ．但

是 ，度量角的大小既然有了角度制 ，为什么还要研究

弧度制 ？怎么想到用弧度来表示角的 ？弧度制的优

越性何在 ？对这些问题 ，学生会十分困惑 ，有一种强

行灌输的感觉 ，无法激起学习的热情和兴趣 ．本案例

中 ，针对学生的问题 ，适时地融入数学史 ，介绍弧度

制产生的背景 ，引领学生追溯数学家的思维轨迹 ，像

数学家那样围绕着面对的问题与困惑 ，运用类比角

度制的研究方法展开探究活动 ，经历“１弧度角”和

“弧度制”概念的发生和发展的过程 ，达成“将弧长

与角的度量单位统一起来”的共识 ，不但自然而然

地得出“１弧度角”和“弧度制”概念 ，揭示出弧度制

与角度制之间的联系 ，破解了学习的障碍 ，而且充分

地体验了数学家在进行科学探究 、解决疑难问题 、建

立数学理论时的思维方法 ，使学生感受了类比推理

和演绎推理的价值 ，学会了用数学的思维去分析和

解决问题 ，提升了学生的数学核心素养 ，匡扶了学生

的数学学习行为 ．

2  展示教师的思维过程 ，学会数学思维的方法

一般来讲 ，学生的思维往往是在教师思维的引

领之下 ，通过模仿教师的思维而逐渐形成的 ，所以教

师在组织教学活动时必须高度地关注思维形式的

“显化” ．现行的数学教材 ，因为篇幅的关系和章节结

构的因素 ，许多内容都省略了知识的发展 、探索和思

路的发现 、形成的过程 ，一些定理和性质是如何发现

的 ，解决问题的方法是如何构想的和研究的 ，学生对

它们存在着一种必然的神秘感和疑惑感 ．因此 ，在课

堂教学中 ，对于每一个数学概念的建构 ，数学定理 、

性质和公式的发现 ，例题与习题的求解 ，都应将教师

自己真实的思维活动过程完完全全地呈现在学生的

面前 ，让学生不仅能看到教师获得成功的思维过程 ，

还要能看到教师受困 、碰壁 、试误 、失败和挣脱困境

的思维过程 ．要设法使学生看到 ，面对一个新问题时

教师自己是怎样寻求解决思路的 、其依据是什么 、特

别是在思路受阻后如何调整思路 、为什么这样调整

等等［３］
．这样 ，学生看到了教师探求数学知识 、解决

数学问题的完整的思维过程 ，并从这个思维过程中

感悟研究数学现象 、解决数学问题的思维方法 ，学会

数学地思考问题 ，从而有效地训练数学思维的品质 ，

提升数学学科的核心素养 ．

案例 2  “函数性质的应用”一课的教学片断

师 ：前面 ，我们研究过函数的奇偶性和单调性 ，

这是函数的两个重要性质 ，在解决函数的有关问题

时 ，有着广泛的应用 ．今天这节课 ，我们通过一些具

体的问题 ，进一步地来感受一下 ．请大家先看下面的

问题（投影显示） ．

问题  已知函数 f （x ） ＝ ２
x
＋ ln（ x ２ ＋ １ ＋

x ） － ２
－ x

＋ １ ，则不等式 f （２ x － １）＋ f （２ x ） ＞ ２（ * ）

的解集为    ．

师 ：怎样求出不等式（* ）的解集呢 ？

生 ：先将不等式用 x 具体地表示出来 ．

师 ：很好 ！我也是这样思考的 ．要解不等式（* ） ，首

先能够想到的 ，就是根据 f （x ）的表达式 ，将 f （２ x － １）和

f （２ x ）用 x表示出来 ，脱去 f的符号 ，得到不等式［２
２ x －１

＋
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ln（ （２ x － １）
２
＋ １ ＋ ２ x － １） － ２

－（２ x －１）
＋ １］ ＋ ［２

２ x
＋

ln（ （２ x ）２ ＋ １ ＋ ２ x ） － ２
－２ x

＋ １］ ＞ ２ ，即 ２
２ x －１

＋

ln（ （２ x － １）
２
＋ １ ＋ ２ x － １） － ２

－（２ x －１）
＋ ２

２ x
＋

ln（ （２ x ）２ ＋ １ ＋ ２ x ） － ２
－２ x

＞ ０ ① ．这实现了化抽象为

具体的目标 ．下面怎么办 ？ 如此复杂的不等式 ，仍然难

解 ！大家的想法是什么 ？

生 ：？

师 ：要解这个不等式 ，脱去 f 的符号是关键 ，除了上

面的方法外 ，有其他脱去 f 的方法吗 ？

生 ：容易发现 ，f （x ）是定义在 R上的增函数 ，如果能

将不等式转化为 f （a） ＞ f （b）的形式 ，就可以利用 f （x ）
的单调性脱去 f 的符号了 ．

师 ：非常好 ！这是想到了一种已有的解题经验 ，前面

曾经解过类似的问题 ．问题是 ，怎样才能将不等式化为

f （a） ＞ f （b）的形式呢 ？

生 ：由 f （x ） ＝ ２
x
＋ ln（ x ２ ＋ １ ＋ x ） － ２－ x

＋ １ ，可得

f （０） ＝ １ ，不等式的右边是 ２ f （０） ，如果能将不等式的左

边变形为 ２ f （ ？ ）就好了 ！

师 ：不错的想法 ，不妨沿着这个思路试试看 ．

师生一起尝试 ，发现此路不通 ，思路受阻 ．

师 ：这个思路行不通了 ，还有其他方法吗 ？

生 ：？

师 ：我们不妨回过来看看上面变形后得到的不等式

① ，将其整理 ，得［２
２ x －１

－ ２
－（２ x －１）

＋ ln（ （２ x － １）
２
＋ １ ＋

２ x － １）］ ＋ ［２
２ x

－ ２
－２ x

＋ ln（ （２ x ）２ ＋ １ ＋ ２ x ）］ ＞ ０ ．如

果令 g（x ） ＝ ２
x
－ ２

－ x
＋ ln（ x ２ ＋ １ ＋ x ） ，则上面的不等

式即为 g（２ x － １） ＞ － g（２ x ） ．联想已有的解题经验 ，使我

们想到着手研究一下函数 g（x ）的性质 ．由函数奇偶性和

单调性的定义 ，容易证明函数 g（x ）在 R上既是奇函数 ，

又是增函数 ．根据 g（x ）在 R上是奇函数 ，可将不等式转

化为 g（２ x － １） ＞ g（－ ２ x ） ，再由 g（x ）在R上是增函数 ，

可得 ２ x － １ ＞ － ２ x ，即 x ＞
１

４
，所以不等式的解集

为 x x ＞
１

４
．

在本案例中 ，教师运用师生对话的形式 ，引领

学生对问题进行分析和探索 ，寻求突破解题障碍的

方法和策略 ，将教师解决这一问题的思维活动完完

整整地展示在学生的面前 ，学生看到的不再单纯是

教师顺利完成解题的神来之笔 ，而是教师分析和解

决这一问题的整个思考过程 ，有对问题条件和结论

的分析 ，有对解题思路的探索 ，也有在一种思路受阻

时怎样借助已有的解题经验联想已经解决过的类似

问题的处理方法 ，通过对问题化归 、转化 、构造 ，冲出

解题困境的策略 ，使学生不仅理解和掌握了一类问

题的解题方法 ，而且体验了数学思想 ，学会了理性思

考 ，优化了思维品质 ，实现了在对比中求得简捷 ，在

运用中变得灵活 ，在活动中获得经验 ，在疏漏后学得

缜密 ，有效地提高了分析问题和解决问题的能力 ．

3  暴露学生的思维过程 ，提升数学思维的能力

教育家斯托利亚尔指出 ：“数学教学是数学活动

（思维活动）的教学 ，而不仅是数学活动的结果 ———

数学知识的教学 ．”这就是说 ，数学教学不仅要反映

数学活动的结果 ，而且还要善于暴露得到这些结果

的思维活动的过程 ．数学专家和数学教师解决数学

问题的思维活动与学生的思维活动存在着明显的差

异 ，无法代替也不应该代替学生的思维过程 ．只有让

学生亲自经历探索的曲折情节 ，使思维带有悬念色

彩 ，才能增添学习的情趣 ，从而让学习变得更“有意

义” ．
［４］ 课堂教学中 ，教师应注意创设贴切的问题情

境 ，巧妙地设置悬念 ，激发学生积极地参与到探索数

学知识 、发现解题方法的思维活动中来 ，给学生提供

广阔的思考空间和参与平台 ，引导学生畅所欲言 、各

抒己见 ，评判各种思路和方法的优劣 ，要能耐心地倾

听学生的意见 ，让学生充分暴露自己的思维过程 ，及

时地对学生思维过程加以归纳 、概括 ，帮助学生发现

思维的“闪光点”和存在的问题 ，总结思维的规律 、

方法和技巧 ，有意识地指出学生思维活动的优劣 ，以

此来激发学生的创造思维 ，发展学生的思维能力 ．

案例 3  “导数在研究函数中的应用”一课的教

学片断 ．

在研究了导数与函数的单调性 、极值与最值之

间的关系后 ，笔者给出了如下的一个问题给学生探

究（投影展示） ：

问题  已知函数 f （x ） ＝ （x ２ － ax ＋ a）ex －

x ２ ，是否存在实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小
值 ？若存在 ，求出 a的取值范围 ；若不存在 ，说明

理由 ．

师 ：请思考 ，如何来解决这一问题 ，说出你们的想法 ．

生 １ ：为使函数 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小值 ，必须使

得 f′（０） ＝ ０ ．对 f （x ）求导 ，得 f′（x ） ＝ （２ x － a）ex ＋

（x ２ － ax ＋ a）ex － ２ x ＝ ［x ２ ＋ （２ － a）x ］ex － ２ x ．可知

f′（０） ＝ ０恒成立 ，故存在实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０处

取得极小值 ，a的取值范围是 R ．

师 ：生 １的解法怎么样 ？有没有什么问题 ？

生 ２ ：上面的解法存在漏洞 ，函数 f （x ）在 x ＝ ０处取

得极小值 ，不仅需要 f′（０） ＝ ０ ，还要满足条件 ：x ＜ ０时

f′（x ） ＜ ０ ，并且 x ＞ ０时 f′（x ） ＞ ０ ．

师 ：你上黑板来解解看 ．

生 ２ ：对 f （x ）求导 ，得 f′（x ） ＝ x ［（x － a ＋ ２）ex －

２］ ．假设存在实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小值 ，

则必有 f′（０） ＝ ０ ，并且当 x ∈ （－ ∞ ，０）时 f′（x ） ＜ ０ ，当
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x ∈ （０ ，＋ ∞ ）时 f′（x ） ＞ ０ ．显然 f′（０） ＝ ０恒成立 ，又

f′（x ） ＝ x ［（x － a ＋ ２）ex － ２］ ，所以（x － a ＋ ２）ex － ２ ＞

０ ，对任意 x ∈ （－ ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ）恒成立 ，即 a ＜ x ＋

２ －
２

ex ，x ∈ （－ ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ） ．构造函数 g（x ） ＝ x ＋

２ －
２

ex ，x ∈ （－ ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ） ，则有 a ＜ g（x ）min ．对

g（x ）求导 ，得 g′（x ） ＝ １ ＋
２

ex ＝
ex ＋ ２

ex ，x ∈ （－ ∞ ，０） ∪

（０ ，＋ ∞ ） ，则 g′（x ） ＞ ０对任意 x ∈ （－ ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ）

都成立 ，所以函数 g（x ）在（－ ∞ ，０）和（０ ，＋ ∞ ）上都是单

调递增函数 ，由此可知 g（x ）不存在最小值 ．所以不存在

实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小值 ．

师 ：生 ２得出了与生 １截然相反的结论 ．根据极小值

的定义 ，生 １的解法显然欠妥 ，结论是不正确的 ．那么生 ２

的解法正确吗 ？有没有什么值得推敲的地方 ？请同学们

再思考思考 ，不妨相互讨论一下 ．

生 ３ ：生 ２的解法也是错误的 ．函数 f （x ）在 x ＝ ０处

取得极小值 ，除了必须具备 f′（０） ＝ ０的条件外 ，不一定

还要使得 x ＜ ０时 f′（x ） ＜ ０ ，并且 x ＞ ０时 f′（x ） ＞ ０ ．

根据极小值的定义 ，函数 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小值 ，应

该具备的条件是 ：f′（０） ＝ ０ ，并且在 x ＝ ０的左右两侧的

区间内 ，左侧的导数 f′（x ） ＜ ０ ，右侧的导数 f′（x ） ＞ ０ ，

即在 x ＝ ０的左侧小区间内是减函数 ，右侧小区间内是增

函数 ．

师 ：很好 ！生 ３对函数极值概念的理解就到位了 ．在

解决已知函数的极值 ，求参数的值或取值范围的一类问

题时 ，容易出现的错误就是生 １和生 ２两位同学那样的解

法 ，大家必须引起高度的关注 ．哪一位同学上黑板来完善

一下这道题的解法 ？

生 ４ ：同上 ，得 f′（x ） ＝ x ［（x － a ＋ ２）ex － ２］ ．假设存

在实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０ 处取得极小值 ，则必有

f′（０） ＝ ０ ，并且在 x ＝ ０的左侧附近 f′（x ） ＜ ０ ，在 x ＝ ０

的右侧附近 f′（x ） ＞ ０ ．显然 f′（０） ＝ ０恒成立 ，令 g（x ） ＝

（x － a ＋ ２）ex － ２ ，则必须且只需 g（x ）在 x ＝ ０的左右两

侧的附近 ，均有 g（x ） ＞ ０ ．由 g′（x ） ＝ ex ＋ （x － a ＋
２）ex ＝ ０得 x ＝ a － ３ ．而 x ≠ ０ ，所以 a ≠ ３ ．易得 ：当 x ＜

a － ３时 ，g′（x ） ＜ ０ ，当 x ＞ a － ３时 ，g′（x ） ＞ ０ ，即 g（x ）
在（－ ∞ ，a － ３）上是减函数 ，在（a － ３ ，＋ ∞ ）上是增函数 ．

从而 g（x ）在 x ＝ a － ３处取得极小值 ，并且 g（a － ３） ＝

－ ea －３ － ２ ＜ ０ ．为使 g（x ）在 x ＝ ０的左右两侧的附近均

有 g（x ） ＞ ０ ，必须且只须 g（０） ＞ ０ ，即 － a ＞ ０ ，亦即 a ＜
０ ．故存在实数 a ，使得 f （x ）在 x ＝ ０处取得极小值 ，a的
取值范围是（－ ∞ ，０） ．

师 ：非常好 ！请同学们对这个问题的探究过程作一

个反思 ，看看有哪些收获 ！

在解决有关函数极值的问题时 ，学生常常会出

现这样那样的错误 ．怎样有的放矢地帮助学生纠正

错误 、深化理解 ，这是我们必须下功夫去解决的问

题 ．本案例中 ，教师没有滔滔不绝地讲授 ，将解决问

题的正确方法灌输给学生 ，而是留给学生充足的时

间和空间 ，组织学生进行探索 ，灵活地采取多种方

法 ，有意识地点拨 、诱导和启发 ，让学生思考 ，让学生

交流 ，让学生板书 ，在这个过程中将学生的思维活动

过程完全地暴露了出来 ．然后循着学生的思维轨迹 ，

针对学生解题中的思维缺陷 ，组织学生进行对话 、合

作和交流 ，及时捕捉学生思维的困惑点和障碍点 ，引

领学生多方面 、多角度 、多层次地开展探索活动 ，帮

助学生寻找错因 ，纠正错误 ，形成对问题的正确认

识 ，使思路越探越清 ，问题越探越明 ，知识越探越透 ，

在潜移默化中优化了学生的思维品质 ，发展了学生

的思维能力 ，培养了学生的数学素养 ，使课堂真正地

成为激情荡漾场所和智慧飞扬的天地 ．

4  结语
数学教学教给学生的不应只是冰冷的数学知

识 ，更重要是要使学生学会用数学的眼光看待问题 、

用数学的思维去思考问题 ，获得超越书本知识的数

学学科核心素养 ．数学是思维的体操 ，教会学生用数

学的方式去思维 ，远远比数学知识本身的教学更有

意义 ．实施新课程教学 ，要求学生从“学会”到“会

学” ，即掌握知识 ，发展思维 ，形成能力 ，提升素养 ．要

使学生“会学”最根本的一条就是要在传授数学知识

的同时 ，突出数学思维活动的过程 ，使数学教学真正

成为数学思维活动的教学 ，在数学概念的建构 、数学

定理（公式和法则）的发现 、解题思路探索活动中 ，引

领学生掌握数学思维的方法 ，学会理性思考 ，优化数

学思维的品质 ，形成分析问题和解决问题的数学技

能 ，使教材中的知识 、思想和方法 ，通过教师精心设

计 ，转化为学生的智慧 ，使“培养学生的数学学科核

心素养”的目标在课堂上落地生根 ．
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