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寻找命题背景　 提高复习效率
———从立体几何的备考说起

山东省临沂第四中学　 　 ２７６０００　 　 梁乾培

　 　 【摘　 要】 　 数学学习就是要追求清楚、自然，数学解题要把握本质，直击要害．数学解题的过程就是在合乎逻辑

的前提下，将未知问题转化为已经解决过的题目．而在解决立体几何综合问题时，通过寻找题目图形的背景，找到图

形的“源”，就可以快速解决问题．
【关键词】 　 立体几何；图形；本质；核心素养

１　 立体几何在高考中的重要性

《普通高中数学课程标准（２０１７ 版）》（以下简称

“课标 ２０１７版”） ［１］ 要求高中数学教学以发展学生的数

学学科的核心素养为导向，创设合适的教学情境，启迪

思维，引导学生把握数学内容的实质．高考考查的内容

是“必备知识、关键能力、学科素养、核心价值” ．立体几

何作为高中数学的重要内容，在高考中是必考题型（通
常是 ２ 道选择或填空题和 １ 道解答题），是考查学生的

数学抽象、逻辑推理、数学运算、直观想象等核心素养

的载体．
２　 立体几何高三复习的现状

姜伯驹院士曾指出：“平面几何之所以招人恨，在
于它能够透视出思维的品质，靠死记硬背不容易过关，
平面几何对教师的要求也高，如果学生感受的尽是刻

板的清规戒律而缺少甘甜的柳暗花明，就不会赢得学

生的喜爱．” ［２］ 我想，姜院士描述的情形对于高中立体

几何的学习现状同样成立．大多立体几何的复习往往

是题海战术，不重视基本概念、定理，复习点到为止，涉
及到有关空间角的问题只强调建立空间直角坐标系计

算，解题过程一带而过，不重视空间想象能力的培养，
不站在命题人的角度探索，不研究题目的来源，不去找

该题的“母题” ．本文寻找通过近几年高考题中典型例

题的分析，寻找题目的“根源”，探讨立体几何复习中如

何培养学生的空间想象力和逻辑推理能力，避免低效

的“题海战术” ．
３　 挖掘图形背景的立体几何复习

数学是思维的科学，思维能力是数学能力的核心，
在立体几何的复习中，应该通过典型的题目教会学生

思考．波利亚说过：“一个专心的认真备课的老师能够

拿出一个有意义的但又不太复杂的题目，去帮助学生

发掘问题的各个方面，使得通过这道题，就好像通过一

道门户，把学生引入了一个完整的理论领域．” ［３］ 因此，
本文以找立体图形的“源”，结合具体的高考试题去领

会命题立意，挖掘试题的育人功能，帮助学生体会命题

的依据、思路、方法．从而，找到解题的“切入点”，提高

立体几何复习的效率．
３．１　 嵌入三棱柱

教材中求三棱锥体积的方法是把三棱柱分解为三

个等体积的三棱锥，所以解题时我们可以把三棱锥的

问题补成三棱柱，当解题面对的图形为三棱锥时，特别

是有一个面与底面垂直或一条棱与底面垂直时，此类

问题的图形背景往往是柱体，通常我们可以把该图形

补成直三棱柱，把三棱锥嵌入三棱柱中，把握命题的出

发点，直指问题本质．
例 １　 （２０２１ 年高考数学全国卷新高考 Ⅰ 卷第 ２０

题） 如图１，在三棱锥Ａ⁃ＢＣＤ中，平面ＡＢＤ⊥平面ＢＣＤ，
ＡＢ ＝ ＡＤ，Ｏ 为 ＢＤ 的中点．

（Ⅰ） 证明：ＯＡ ⊥ ＣＤ；
（Ⅱ） 若 △ＯＣＤ是边长为 １ 的等边三角形，点 Ｅ 在

棱 ＡＤ上，ＤＥ ＝ ２ＥＡ，且二面角 Ｅ⁃ＢＣ⁃Ｄ的大小为 ４５°，求
三棱锥 Ａ⁃ＢＣＤ 的体积．

图 １　 　 　 　 　 　 　 　 图 ２

分析 　 （Ⅰ） 在三棱锥 Ａ⁃ＢＣＤ 中，平面 ＡＢＤ ⊥ 平

面 ＢＣＤ，可以理解为命题人以直三棱柱 ＢＣＤ⁃Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 为

依托，如图 ２，取 Ｂ１Ｄ１ 的中点 Ａ，连接 ＡＢ，ＡＣ，ＡＤ 得到，
显然，ＡＯ 与侧棱平行，则 ＡＯ ⊥ 平面 ＢＣＤ．不难有下面

的证明：
ＡＢ ＝ ＡＤ，Ｏ为ＢＤ的中点，所以 ＡＯ⊥ＢＤ，因为平面

ＡＢＤ∩平面ＢＣＤ ＝ ＢＤ，平面 ＡＢＤ⊥平面ＢＣＤ，ＡＯ⊂平

３４
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面 ＡＢＤ，因此 ＡＯ⊥平面 ＢＣＤ，因为 ＣＤ⊂平面 ＢＣＤ，所
以 ＡＯ ⊥ ＣＤ．

（Ⅱ） 连接 ＢＤ１，设 ＡＤ ∩ ＢＤ１ ＝ Ｅ′，且
ＡＥ′
Ｅ′Ｄ

＝
ＡＤ１

ＢＤ
＝

１
２
，又因为

ＡＥ
ＥＤ

＝ １
２
，所以，Ｅ′ 与 Ｅ 重合，则平面 ＥＢＣ 与

平面 Ｄ１ＢＣ 重 合， 所 以 二 面 角 Ｅ⁃ＢＣ⁃Ｄ 与 二 面 角

Ｄ１⁃ＢＣ⁃Ｄ 相等，在直三棱柱中，易知 ∠Ｄ１ＣＤ 是二面角

Ｄ１⁃ＢＣ⁃Ｄ 的平面角，故 ∠Ｄ１ＣＤ ＝ π
４
，又 △ＯＣＤ 是边长

为 １ 的等边三角形，所以，ＣＤ ＝ ＤＤ１ ＝ ＡＯ ＝ １．所以 Ｖ ＝

１
３
ＡＯ·Ｓ△ＢＣＤ ＝ １

３
× １ × １

２
× １ × ３ ＝ ３

６
．

方法点睛 　 把三棱锥嵌入三棱柱中，垂直关系更

加直观，二面角变得显然，并且运算量降低，甚至连出

错的机会都没有．因此，如果我们能够理解命题立意可

以使解题事半功倍，激发学习兴趣，体会成功的快乐，
提高发现问题和解决问题的能力．如果我们补成三棱

柱后，因为底面是直角三角形，建立空间直角坐标系，
解决（Ⅱ） 也是非常方便的．
３．２　 嵌入正（长） 方体

“课标 ２０１７ 年版” 明确要求“立体几何初步” 的学

习，可以以长方体为载体，帮助学生认识和理解空间

点、线、面的位置关系．表述平行、垂直的性质与判定

时，大多也是从长方体开始的．当题目给出的图形是四

棱锥，其中有一条棱与底面垂直或一个面与底面垂直

时，或者是有一个共顶点的三条侧棱两两垂直时，我们

通常把它补成正（长） 方体．此时，我们不管是用传统方

法直接证明，还是建立空间直角坐标系，题目都变得直

观、简单，有章可循．

图 ３　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ４

例 ２　 （２０２０ 年高考数学山东卷第 ２０ 题） 如图 ３，
四棱锥 Ｐ⁃ＡＢＣＤ 的底面为正方形，ＰＤ ⊥ 底面 ＡＢＣＤ．设
平面 ＰＡＤ 与平面 ＰＢＣ 的交线为 ｌ．

（Ⅰ） 证明：ｌ ⊥ 平面 ＰＤＣ；
（Ⅱ） 已知 ＰＤ ＝ ＡＤ ＝ １，Ｑ 为 ｌ 上的点，求 ＰＢ 与平

面 ＱＣＤ 所成角的正弦值的最大值．
分 析 　 （Ⅰ） 把 四 棱 锥 补 成 长 方 体

ＡＢＣＤ⁃Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｐ，（如图 ４） 易知，平面 ＰＡＤ 与平面 ＰＢＣ
的交线为 ｌ即为棱 Ａ１Ｐ，证明 ｌ⊥平面 ＰＤＣ，就等价于证

明 Ａ１Ｐ ⊥ 平面 Ｃ１ＣＤＰ．即证明 ＡＤ ⊥ 平面 ＰＤＣ，这样的

证明非常简单了．
（Ⅱ） 设ＰＢ∩ＱＣ ＝ Ｏ，过点Ｐ作ＰＨ⊥平面ＱＣＤ，垂

足为Ｈ，连接ＰＨ，则∠ＰＯＨ为ＰＢ与平面ＱＣＤ所成角．设

ＱＰ ＝ ｘ，ＰＯ ＝ ｙ，则 ＶＰ－ＱＣＤ ＝ ＶＣ－ＰＱＤ，即
１
３

× １
２

× １ ×

１２ ＋ ｘ２ × ＰＨ ＝ １
３

× １
２

× １ × ｘ × １，即 ＰＨ ＝ ｘ

１ ＋ ｘ２
，

因为△ＰＯＱ∽△ＢＯＣ，则
ｘ
１

＝ ｙ
３ － ｙ

，解得 ｙ ＝
３ ｘ

１ ＋ ｘ
，在

Ｒｔ△ＰＯＨ 中，ｓｉｎ∠ＰＯＨ ＝ ＰＨ
ＰＯ

＝

ｘ

１ ＋ ｘ２

３ ｘ
１ ＋ ｘ

＝ １ ＋ ｘ

３ １ ＋ ｘ２
＝

３
３

１ ＋ ２ｘ ＋ ｘ２

１ ＋ ｘ２
＝ ３

３
１ ＋ ２ｘ

１ ＋ ｘ２ ≤
３
３

１ ＋ １

＝ ６
３
．当且仅当 ｘ ＝ １ 时取等号．所以直线 ＰＢ 与平面

ＱＣＤ 所成角的正弦值的最大值为
６
３
．

方法点睛 　 当年，该高考题的得分率不高，主要原

因是考生找不到交线，很明显，命题的背景是正方体，如
果把图形补成正方体后，该问题就非常清楚、简单．对第

（Ⅱ） 问的解答，我们依然是利用正方体的特殊性，设出面

的垂线，找到直线与平面所成的角，利用等体积求出垂

线段和斜边的长度，在直角三角形中，得到线面角正弦

的表达式，利用基本不等式求出最大值．与建立空间直角

坐标系相比较运算量降低．
例 ３　 （２０１６ 年高考数学全国卷 Ⅰ 文科第 １８ 题）

如图 ５，已知正三棱锥 Ｐ⁃ＡＢＣ 的侧面都是直角三角形，
ＰＡ ＝ ６，顶点Ｐ在平面ＡＢＣ内的正投影为点Ｄ，Ｄ在平面

ＰＡＢ 内的正投影为点 Ｅ，连结 ＰＥ 并延长交 ＡＢ 于点 Ｇ．
（Ⅰ） 证明：Ｇ 是 ＡＢ 的中点；
（Ⅱ） 在图中作出点 Ｅ 在平面 ＰＡＣ 内的正投影

Ｆ（说明作法及理由），并求四面体 Ｐ⁃ＤＥＦ 的体积．

图 ５　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６

分析 　 （Ⅰ） 略．
（Ⅱ） 因为正三棱锥 Ｐ⁃ＡＢＣ 的侧面是直角三角形，

故可以将三棱锥补成正方体 ＰＡＱＣ⁃ＢＡ１Ｑ１Ｃ１，如图 ６，过

４４
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点 Ｅ作 ＰＢ的平行线交 ＰＡ于点 Ｆ，Ｆ即为 Ｅ在平面 ＰＡＣ
内的正投影．理由如下：因为ＥＦ∥ＰＢ，ＰＢ⊥平面ＰＡＣ，
所以 ＥＦ ⊥ 平面 ＰＡＣ．

即点 Ｆ为 Ｅ在平面 ＰＡＣ内的正投影．连结 ＣＧ，因为

Ｐ在平面 ＡＢＣ内的正投影为Ｄ，所以Ｄ是正三角形 ＡＢＣ
的中心．由（Ⅰ） 知，Ｇ是 ＡＢ的中点，所以 Ｄ在 ＣＧ上，故

ＣＤ ＝ ２
３
ＣＧ，ＤＥ∥ＰＣ，因此ＰＥ ＝ ２

３
ＰＧ，ＤＥ ＝ １

３
ＰＣ．由已

知，正三棱锥的侧面是直角三角形且 ＰＡ ＝ ６，可得 ＤＥ ＝

２，ＰＥ ＝ ２ ２ ，ＥＦ ＝ ＰＦ ＝ ２，所以四面体 Ｐ⁃ＤＥＦ 的体积

Ｖ ＝ １
３

× １
２

× ２ × ２ × ２ ＝ ４
３
．

方法点睛 　 正方体是我们学习立体几何的重要

载体，因此，我们说“正方体是立体几何的百宝箱” ．在
高三复习时，曾经让学生解答该题，做对的很少，当补

成正方体后，学生豁然开朗，把给出的图形补成正方体

后，找点 Ｅ在平面 ＰＡＣ内的正投影就变得很简单，此时

的问题化归就有方向，问题往往变得比较直观，解题就

心中有数，心中有底．
３．３　 聚焦图形的核心

立体几何图形往往比较复杂，如果抓不住核心部

分，就会眼花缭乱、无从下手，在解题时，要善于从已知

和待证明的结论出发抓主要矛盾，找到解题的突破口，
在图形的核心中寻求突破．

图 ７

例 ３　 （２０２０ 年高考数

学全国卷 Ⅰ 理第 １８ 题） 如

图 ７，Ｄ 为圆锥的顶点，Ｏ 是

圆锥底面的圆心，ＡＥ 为底面

直径，ＡＥ ＝ ＡＤ．△ＡＢＣ 是底

面的内接正三角形，Ｐ 为 ＤＯ

上一点，ＰＯ ＝ ６
６
ＤＯ．

（Ⅰ） 证明：ＰＡ ⊥ 平面

ＰＢＣ；
（Ⅱ） 求二面角 Ｂ⁃ＰＣ⁃Ｅ 的余弦值．
分析 　 （Ⅰ） 题目给出的图形复杂，但是，要证明

ＰＡ⊥平面 ＰＢＣ是清楚的，所以，要抓住核心图形，即三

棱锥 Ａ⁃ＰＢＣ（如图 ８），只需要证明 ＰＡ ⊥ ＰＢ，ＰＡ ⊥ ＰＣ
即可．因为已知条件更多地是边长，故考虑利用勾股定

理的逆定理，由题设知 △ＤＡＥ 为等边三角形，设 ＡＥ ＝

１，则 ＤＯ ＝ ３
２

，ＣＯ ＝ ＢＯ ＝ １
２
ＡＥ ＝ １

２
，所以 ＰＯ ＝ ６

６
ＤＯ

＝ ２
４

，ＰＣ ＝ ＰＯ２ ＋ ＯＣ２ ＝ ６
４

，同理 ＰＢ ＝ ＰＡ ＝ ６
４

，又

△ＡＢＣ 为等边三角形，则
ＢＡ

ｓｉｎ ６０°
＝ ２ＯＡ，所以 ＢＡ ＝ ３

２
，

ＰＡ２ ＋ ＰＢ２ ＝ ３
４

＝ ＡＢ２，则 ∠ＡＰＢ ＝ ９０°，所以 ＰＡ⊥ ＰＢ，

同理 ＰＡ ⊥ ＰＣ，又 ＰＣ ∩ ＰＢ ＝ Ｐ，所以 ＰＡ ⊥ 平面 ＰＢＣ．

图 ８

（Ⅱ） 略．
方法点睛 　 从

要证明的结论出发寻

找解题思路是立体几

何证明的重要手段，
立体几何解题遵循

“由已知想性质，由求

证想判定” ．因为要证明线面垂直，就要证明线线垂直，
证明ＰＡ⊥平面ＰＢＣ，则在三棱锥 Ａ⁃ＰＢＣ中证明侧棱垂

直成为研究的核心．
３．４　 补成完整的几何体

当题目给出的图形不能直接判断是什么样的几何

体，往往是命题人通过截取几何体的一部分呈现出来，
考查空间想象能力．为了解题时抓住本质，使问题的解

决有依托，可以把它补充完整，使它成为我们常见的几

何体．

图 ９

例 ４　 （２０１９ 年高

考数学全国卷 Ⅲ 第 ８
题） 如图 ９，点 Ｎ 为正

方形 ＡＢＣＤ 的中 心，
△ＥＣＤ 为正三角形，
平 面 ＥＣＤ ⊥ 平 面

ＡＢＣＤ，Ｍ是线段ＥＤ的

中点，则（　 　 ） ．
Ａ．ＢＭ ＝ ＥＮ，且直线 ＢＭ，ＥＮ 是相交直线

Ｂ．ＢＭ ≠ ＥＮ，且直线 ＢＭ，ＥＮ 是相交直线

Ｃ．ＢＭ ＝ ＥＮ，且直线 ＢＭ，ＥＮ 是异面直线

Ｄ．ＢＭ ≠ ＥＮ，且直线 ＢＭ，ＥＮ 是异面直线

图 １０

分析 　 把图形补

成 完 整 的 三 棱 柱

ＤＣＥ⁃ＡＢＦ， 连 接 ＢＥ，
ＢＤ，ＭＮ，因为点 Ｎ 为正

方形 ＡＢＣＤ 的中心，Ｍ
为 ＤＥ 中点，所以 ＭＮ是

△ＤＢＥ 的中位线，所以

ＢＭ，ＥＮ 是相交直线，设正方形边长为 ２，在三棱柱中，

易知三角形 ＢＤＥ 是等腰三角形，且 ＢＤ ＝ ＢＥ ＝ ２ ２ ，

ＤＥ ＝ ２，易得 ＢＭ ＝ （２ ２ ） ２ － １２ ＝ ７ ，作ＥＯ⊥ＣＤ于

Ｏ，连接ＯＮ，则△ＥＯＮ为直角三角形，易知 ＥＯ ＝ ３，ＯＮ
＝ １，所以 ＥＮ ＝ ２，所以 ＢＭ ≠ ＥＮ．

方法点睛 　 对于该题的解答，我们看到解决该题

的方法大多是从证明的角度解决，这背离命题的意图，
而补成三棱柱后，立足整体，思路变得非常清晰，直线

５４
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问题解决周期

ＢＭ，ＥＮ关系变成三角形中的相交线，ＢＭ，ＥＮ的长度比

较，实质上无需运算，因为在等腰三角形 ＢＤＥ 中，ＢＭ，
ＥＮ 分别是底边和腰上的中线，长度显然不等．这才是

命题的宗旨．可以理解为命题人是在三棱柱中先找到

里面的关系，然后，隐去三棱柱的一些棱来考查考生的

空间想象能力．
４　 新高考对复习的启示

４．１　 选择好的问题

美国数学家哈尔斯说：“问题是数学的心脏．” 没有

好的问题，就没有异彩纷呈的数学，没有好的问题去引

领学生的学，就没有数学课堂的精彩．教师教的“有效”
要通过“好题” 的深入浅出，落实学生学的“有效” ．数学

解题是一种创造性活动，谁也没法教会我们解决所有题

目，重要的是通过有限题目学习去领悟无限道题目的数

学机智，好的问题是“一只产金蛋的母鸡” ．
４．２　 重视作图

作图是立体几何重要的基本技能，作图是立体几

何解题的前提，正确理解立体几何图形的联系，找到图

形的“源” 与“流”，是学好立体几何的“秘密” ．一方面，
必要的解题活动是学好立体几何学习的必要途径，通
过解题培养发现问题、解决问题的能力，另一方面，解

题对于培养空间想象力、巩固立体几何的定义、定理的

理解和运用有不可替代的作用．
５　 结束语

新课程下的高考命题突出素养立意，多以策略性

知识为背景，考查学生的必备知识、关键能力、学科素

养和核心价值，立体几何的核心价值就是发展几何直

观、空间想象能力、逻辑推理能力．要求学生增强运用

几何直观和空间想象思考问题的意识，在比较复杂的

情境中把握事物之间的关联，理解命题体系，表述论证

过程，形成重论据、有条理、合乎逻辑的思维品质和理

性精神．
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图 １　 ＰＩＳＡ２０２１ 问题

解决周期

１　 问题提出

ＰＩＳＡ 是一项跨国跨文

化的指向学生素养评估的

大规模测试，无论是试题还

是测评结果都对教育评价

有着重要的研究意义． ＰＩ⁃
ＳＡ２０２１ 测评框架与前几个

版本的区别是重点强调了

数学推理能力在问题解决

过程中的体现［１］，如图 １．
ＰＩＳＡ 测试与中国的数学高考测试内容完全不

同，但都希望能在检测过程中反映社会需求［２］ ．高速

发展的 ２１ 世纪对培养多样化高素质人才、发展高阶

思维的需求愈加紧迫，［３⁃４］问题解决成为发展高阶思

维、培养 ２１ 世纪技能的重要途径．许多国家都把发

展学生的数学推理能力放在问题解决过程中培养，
并成为了重要的教学目标之一．推理能力在问题信

息的提取、筛选和整理过程中起着至关重要的作用，
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