
思想引领  感悟方法  学会思考
———以 ２０２２年新高考 I卷第 １８题为例

张文海  （江苏省苏州实验中学  ２１５１５１）

  摘  要 ：解题是高中数学学习中不可或缺的一个重要环节 ，要想在限定的时间内快速寻找到解题路径 ，

需要我们在平时的解题过程中注重以数学思想为指引 ，整体把握问题的结构 ，分析条件和结论之间的关联 ，

充分发挥数学思想对发现解题路径的定向 、联想和转化功能 ．
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  ２０２２年全国高考的大幕已经落下 ，但它给我

们留下了很多的思考 ，也给我们今后的教学指引

了方向 ．从学生考后的反应来看 ，普遍觉得新高考

数学 I卷整体难度较大 ，主要体现在思维能力要

求高 、运算能力要求强 ．哪怕在一些常规知识版

块 ，如第 １８题三角题 ，一些学生由于在平时复习

中只是一味地刷题 ，而不注重从思想上感悟解题

方法 ，导致在考场上无从下手 ，或者未能快速准确

地解答 ，给学生的考试心理造成了很大的困扰 ，影

响了整场考试水平的发挥 ．

能够在限定的时间内快速地找到解题突破

口 ，需要我们在平时的复习中注意分析条件和结

论之间的联系 ，在思想的引领下整体把握问题 ，理

解问题的本质 ，在一般思维方法引导下寻找解题

思路 ，才能提升自己分析问题 、解决问题的能力 ，

真正提高自己的数学素养 ．
[１]

题目  （２０２２年全国 I卷 １８题）记 △ ABC的

内角 A ，B ，C的对边分别是 a ，b ，c ，已知 cos A
１ ＋ sin A ＝

sin ２B
１ ＋ cos ２B（ * ） ．（１） 若 C ＝

２π

３
，求 B ；（２） 求

a２ ＋ b２
c２ 的最小值 ．

分析  此题是解三角形的综合题 ，虽然条件

简洁 、问题明确 ，但涉及的知识点较多 ，有正弦定

理 、余弦定理 、两角和差公式 、倍角公式 、基本不等

式的应用等 ，主要考查学生对条件的分析转化能

力 、合理选用公式的能力 、推理论证的能力 ．

1  方程思想
方程思想是指从分析问题的数量关系入手 ，

将问题中的已知量和未知量之间的数量关系通过

适当设元建立起方程（组） ，然后通过解方程（组）

使问题得到解决的思维方式 ．

本题题干部分给出了角 A 与 B 的关系式

（ * ） ，第（１）题的条件又给出了 C ＝
２π

３
，这样出现

三个未知数 、两个方程 ．从方程思想的角度 ，需要

再找到一个等式才可以求解 ，而三角形中隐含了
关系式 A ＋ B ＋ C ＝ π ，这样在方程思想的指导
下 ，通过消元法 ，可以求出角 B的大小 ．

（１）方法１  因为 C ＝
２π

３
且 A ＋ B ＋ C ＝ π ，所

以 A ＋ B ＝
π

３
．由条件（* ）得

cos π

３
－ B

１ ＋ sin π

３
－ B

＝

sin ２B
１ ＋ cos ２B ，即

１

２
cos B ＋

３

２
sin B

１ ＋
３

２
cos B －

１

２
sin B

＝
sin B
cos B ，

化简得 sin B ＝
１

２
．又 ０ ＜ B ＜

π

３
，故 B ＝

π

６
．

2  转化化归思想
转化化归思想就是将数学命题由一种形式向

另一种形式变换 ，把待解决的问题通过某种转化
过程归结为一类已经解决或比较容易解决的问
题 ．转化与化归的思想是中学数学最基本的思想

方法 ，堪称数学思想的精髓所在 ，常包括抽象转化
为具体 、复杂转化为简单 、未知转化为已知 ，通过
变换迅速而合理地寻找和选择问题解决的途径和

方法 ．

2 ．1  “角”间转化

本题题干条件（ * ）中出现的是 ２B ，而第（１）

题要求的是 B 的大小 ．从转化思想的角度 ，我们

就应该想到利用二倍角公式将 ２B转为 B ，再根据
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式子的结构逆用两角差的余弦公式进行化简

即可 ．

（１） 方法 ２  由条件 （ * ） 得
cos A

１ ＋ sin A ＝

２sin Bcos B
１ ＋ （２cos２ B － １）

，即
cos A

１ ＋ sin A ＝
sin B
cos B ，故

cos A cos B ＝ sin B（１ ＋ sin A ） ，得 cos（A ＋ B） ＝
sin B ．因为 A ＋ B ＝ π － C ，所以 － cos C ＝ sin B ．

因为 C ＝
２π

３
，所以 sin B ＝

１

２
．又 ０ ＜ B ＜

π

３
，故

B ＝
π

６
．

2 ．2  “名”间转化

在 ２B 转为 B之后 ，得到
cos A

１ ＋ sin A ＝
sin B
cos B ，

发现右边就是 tan B ，想到左边是否也可以化为

正切 ？利用二倍角公式或者万能公式 ，可将“弦”

化为“切” ，这样函数名就统一为正切 ，等式就转化

为角正切之间的关系 ，再利用正切函数的单调性

得到角之间的关系 ．

（１）方法 ３  由上知
cos A

１ ＋ sin A ＝
sin B
cos B ＝

tan B ， 即 tan B ＝

cos２ A
２

－ sin２ A
２

cos A
２

＋ sin A
２

２ ＝

cos A
２

－ sin A
２

cos A
２

＋ sin A
２

＝

１ － tan A
２

１ ＋ tan A
２

＝ tan π

４
－
A
２

．因为

π

１２
＜

π

４
－

A
２

＜
π

４
，０ ＜ B ＜

π

３
，y ＝ tan x 在

－
π

２
，
π

２
上单调递增 ，所以

π

４
－

A
２

＝ B ．因为

C ＝
２π

３
，所以 A ＋ B ＝

π

３
，解得 B ＝

π

６
．

2 ．3  “边角”间转化

第（２）题研究的是“边”比值的最值问题 ，而

题目所给的是“角”之间的关系式 ，从而联想到正

弦定理将 “边” 化为 “角” ， 得到
a２ ＋ b２

c２ ＝

sin２ A ＋ sin２ B
sin２ C ，将问题转为以角为变量的函数

来研究 ．

（２）方法 １  由第 （１） 题的方法 ２ 可知 ，

－ cos C ＝ sin B ．因为０ ＜ B ＜ π ，所以 sin B ＞ ０ ，

cos C ＜ ０ ，故
π

２
＜ C ＜ π ，０ ＜ B ＜

π

２
．因为

－ cos C ＝ sin B ，所以 sin C －
π

２
＝ sin B ．因为

０ ＜ C －
π

２
，B ＜

π

２
，y ＝ sin x 在 －

π

２
，
π

２
上单

调递增 ，所以 C －
π

２
＝ B ．因为

a
sin A ＝

b
sin B ＝

c
sin C ，故

a２
＋ b２
c２ ＝

sin２ A ＋ sin２ B
sin２ C （之后的解题

过程见下） ．

3  减元思想
减元思想是指减少问题中变量的个数 ，将多

元变量问题转化为一元变量问题 ，其实质是转化

与化归思想 ．最值问题常见的处理方法有几何法

和代数法 ，解答题常用代数法 ，包括函数法和不等

式法 ．第（２）题通过边角转化后 ，化为关于角的函

数最值问题 ，目标函数包含三个变量 A ，B ，C ，变

量个数偏多 ，从减元思想的角度出发 ，只要找到几

个变量间的关系 ，将三元函数减为一元函数 ，就可

以解决问题 ．

3 ．1  根据“角”之间的关系减元

关系式 － cos C ＝ sin B 可以转化为

sin C －
π

２
＝ sin B ．因为０ ＜ C －

π

２
，B ＜

π

２
，结

合正弦函数在 ０ ，
π

２
上单调递增的性质 ，所以

C －
π

２
＝ B ，又 A ＋ B ＋ C ＝ π ，这样可以将三个变

量减为一个变量 ．

a２ ＋ b２
c２ ＝

sin２ A ＋ sin２ B
sin２ C ＝

sin２ （B ＋ C）＋ sin２ B
sin２ C ＝

sin２ ２C －
π

２
＋ sin２ C －

π

２

sin２ C ＝
cos２ ２C ＋ cos２ C
sin２ C ＝

（１ － ２sin２ C）２ ＋ （１ － sin２ C）
sin２ C ＝

４sin４ C － ５sin２ C ＋ ２

sin２ C ＝

４sin２ C ＋
２

sin２ C －５ ≥ ２ ４sin２ C· ２

sin２ C －５＝ ４ ２ －

５（当且仅当４sin２ C ＝
２

sin２ C ，即 sin C ＝
１

４

２
时取等

号） ，故
a２

＋ b２
c２ 的最小值为 ４ ２ － ５ ．本小问也可

以根据第（１）题方法 ３得到的“角”之间的关系进

行减元处理 ．
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3 ．2  根据“函数值”之间的关系减元

目标式中涉及三个变量 sin A ，sin B ，sin C ，

要想将它们减元到一个变量 ，除了寻找三个角 A ，

B ，C 之间的关系外 ，也可以直接寻找 sin A ，

sin B ，sin C之间的关系式 ，然后进行减元处理 ．

（２）方法 ２  由第 （１） 题的方法 ２ 可知

－ cos C ＝ sin B ，结合 ０ ＜ B ，C ＜ π 得 sin C ＝

cos B ，所以 sin A ＝ sin（B ＋ C） ＝ sin Bcos C ＋

cos Bsin C ＝ － sin２ B ＋ cos２ B ．故
a２

＋ b２
c２ ＝

（cos２ B －sin２ B）２ ＋ sin２ B
cos２ B ＝

（２cos２ B －１）
２
＋ （１ －cos２ B）

cos２ B ＝

４cos４ B － ５cos２ B ＋ ２

cos２ B ＝ ４cos２ B ＋
２

cos２ B － ５（下

面利用基本不等式 ，解法同上） ．

方法 ３  由第（１）题的方法 ２可知
cos A

１ ＋ sin A ＝

sin B
cos B ，两边平方 ，得

cos２ A
（１ ＋ sin A ）

２ ＝
sin２ B
cos２ B ，即

（１ ＋ sin A ）
２

cos２ A ＝
１ － sin２ B
sin２ B ， 解 得 sin２ B ＝

cos２ A
２ ＋ ２sin A ＝

１

２
（１ － sin A ） ．由（１）方法 ２ 可知

－ cos C ＝ sin B ，所以 sin２ C ＝ １ － cos２ C ＝ １ －

sin２ B ． 故
a２ ＋ b２

c２ ＝
sin２ A ＋ sin２ B
sin２ C ＝

（１ － ２sin２ B）２ ＋ sin２ B
１ － sin２ B ＝

４sin４ B － ３sin２ B ＋ １

１ － sin２ B ．

记 t ＝ １ － sin２ B ，则 ０ ＜ t ＜ １ ，从而
a２ ＋ b２

c２ ＝

４（１ － t）２ － ３（１ － t） ＋ １

t ＝
４ t２ － ５ t ＋ ２

t （下面解

法同上） ．

4  数形结合思想
数形结合思想注重“数”与“形”结合 ，相互渗

透 ，把代数式的精确刻划与几何图形的直观描述

相结合 ，使代数问题与几何问题相互转化 ，使抽象

思维与形象思维有机结合 ．应用数形结合思想 ，就

是充分考查数学问题的条件与结论之间的内在联

系 ，既分析其代数意义又提示其几何意义 ，将数量

关系和空间形式巧妙结合 ，寻求解题思路 ，使问题

得到快速解决 ．

4 ．1  构造直角三角形 ，寻找边角关系

高中学习了正余弦定理之后 ，我们运用定理

可以处理斜三角形的问题 ，但如果在其中特殊的

三角形 ——— 直角三角形中 ，寻找边角之间的关系

会更为简便 ，故从数形结合思想的角度联想可以

构造直角三角形 ，帮助我们快速寻找边角间的关

系式 ．

 图 １

（２）方法 ４  过点 A 作边
BC 的垂线 ，交 BC 的延长线
于点 D（图 １） ．由第 （２） 题的

方法 １ 可知 ，C －
π

２
＝ B ，故

∠ CA D ＝ ∠ B ，记为 θ ．易知

csin θ ＝ bcos θ ，ccos θ ＝ a ＋ bsin θ ．解得 b ＝

csin θ

cos θ ，a ＝ ccos θ － bsin θ ＝ ccos θ －
csin２ θ

cos θ ．故

a２ ＋ b２
c２ ＝ cos θ －

sin２ θ
cos θ

２

＋
sin２ θ
cos２ θ ＝

cos２ θ －sin２ θ
cos θ

２

＋

sin２ θ

cos２ θ
＝

（２cos２ θ － １）
２
＋ （１ － cos２ θ）

cos２ θ
＝

４cos４ θ － ５cos２ θ ＋ ２

cos２ θ
（下面解法同上） ．

4 ．2  利用相似三角形 ，寻找边间关系

由两个三角形相似可以得到边之间的比例关

系 ，从而据此可以进行边之间的转化和化归 ，减少

变量的个数 ，将复杂问题转化为简单问题处理 ．

 图 ２

（２）方法 ５  由第（２）

题的方法 １ 可知 ，C 为钝
角 ，B为锐角 ．在边 AB上
取一点 D ，使得 ∠ ACD ＝

∠ B（图 ２） ．因为 ∠ A 为

公共角 ，所以 △ ACD ∽ △ A BC ，得到
A D
AC ＝

AC
A B ＝

CD
BC ，即

A D
b ＝

b
c ＝

CD
a ，故 A D ＝

b２
c ，CD ＝

ab
c ．由方

法 １ 可知 ，C －
π

２
＝ B ，即 ∠ BCD ＝ ９０° ．因为

CD２
＋ CB２

＝ BD２
，故 a２

＋
ab
c

２

＝ c －
b２
c

２

，即

a２ （b２ ＋ c２ ） ＝ （c２ － b２ ）２ ，得 a２
＝
（c２ － b２ ）２
b２ ＋ c２ ．故

a２ ＋ b２
c２ ＝

（c２ － b２ ）２
b２ ＋ c２ ＋ b２

c２ ＝
c４ － b２ c２ ＋ ２b４
c２ （b２ ＋ c２ ） ＝

１ －
b２
c２ ＋ ２ ·

b４
c４

b２
c２ ＋ １

．记 t ＝ b２
c２ ＋ １ ，则 １ ＜ t ＜ ２ ，所以
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a２ ＋ b２
c２ ＝

１ － （t － １） ＋ ２（t － １）２
t ＝

２t２ － ５t ＋ ４

t ＝

２ t ＋ ４

t － ５（下面解法同上） ．

本题中的三角形可以构造子母三角形 ，此类
模型在 ２０２１年全国 I卷第 １９题曾经考查过 ．这就

要求我们在高三数学复习教学中 ，对于经典高考

试题要舍得花时间去研究 ，要抓住问题本质特征 ，

提炼数学思想 ，感悟数学方法 ，方能触类旁通 ，举
一反三 ．

（２０２１年全国 I卷１９题）记 △ A BC的内角A ，

B ，C的对边分别为 a ，b ，c ．已知 b２ ＝ ac ，点 D在边
AC上 ，BDsin ∠ A BC ＝ asin C ．（１）证明 ：BD ＝ b ；

（２）若 A D ＝ ２DC ，求 cos ∠ A BC ．

 图 ３

解  （１）此题模型也是

子母相似三角形 ，如图 ３所
示 ．因为 BDsin ∠ A BC ＝

asin C ，所以
a

sin ∠ A BC ＝

BD
sin C ．而在 △ BDC 中 ， 由正弦定理可得

a
sin ∠ BDC ＝

BD
sin C ，所以 sin ∠ A BC ＝ sin ∠ BDC ．

若 ∠ A BC ＝ ∠ BDC ，则 △ CBD ∽ △ CA B ，所以

a
b ＝

BD
c ，即 b · BD ＝ ac ．又 b２ ＝ ac ，故 BD ＝ b ；若

∠ A BC ＋ ∠ BDC ＝ π ，则 △ A DB ∽ △ A BC ，所以

c
b ＝

BD
a ，即 b · BD ＝ ac ．又 b２ ＝ ac ，故 BD ＝ b ．综

上所述 ，BD ＝ b ．

（２）在证明了 BD ＝ b这个结论之后 ，分别在
△ BCD和 △ ABC中通过算两次思想计算 cos C ，

或者根据 cos ∠ BDA ＋ cos ∠ BDC ＝ ０ ，可以得到

６a２ － １１ ac ＋ ３c２ ＝ ０ ，即 a ＝ １

３
c或 a ＝ ３

２
c ．再结合

b２ ＝ ac ，得到三边之间的关系后 ，利用余弦定理求

解 ．或者利用向量等式 BD →＝
１

３
BA →＋

２

３
BC →把边

和角完美地融合在一起 ，两边平方可以把向量关

系转化为数量关系 ．

5  反思与启示
本题蕴含了多种数学思想方法 ，从不同的思

想视角出发 ，可以寻找到不同的处理方法 ，对学生

来讲就是一种数学能力和内隐的数学素养 ．要想

让学生在考场上站得高 、看得远 ，就需要我们在平

时的教学中紧紧围绕数学思想 ，引导学生根据问

题的具体结构 ，全方位 、多角度地观察和理解问

题 ，通过数学思想来沟通知识间的联系 ，进行有效

追问 ，揭示问题 、方法的本质 ，追求一般的思维方
法 ，挖掘方法背后的思想 ，发挥思想的统领作用 ，

最终使学生能够从数学思想方法的视角出发 ，分

析和解决问题 ，并使之成为学生思考和解决问题
的一种自觉习惯 ．

[２]

教育部考试中心主编的《高考数学测量理论

与实践（２００７年版）》 ，针对高考对学生理解数学

思想方法及应用能力的考查要求 ，对中学比较重

要的思想和方法进行了层次划分和系统归类 ，将

数学思想和方法分为三大类 ．第一类 ：数学思想方

法 ，主要包括函数与方程的思想 、数形结合的思

想 、分类与整合的思想 、转化与化归的思想 、特殊

与一般的思想 、有限与无限的思想 、或然与必然的

思想 、算法的思想 ．这些都是高考必考的重要数学

思想方法 ．第二类 ：数学思维方法 ，主要包括分析

法 、综合法 、归纳法 、演绎法 、观察法 、实验法 、特殊

化方法等 ．第三类 ：数学方法 ，主要指应用面较窄

的具体方法 ，如配方法 、换元法 、待定系数法等具

体的解题方法 ．
[３] 这三类之间的关系可以用这样

一句话概括 ，就是在问题解决过程中人们利用第

二类数学思维方法 ，在第一类数学思想方法的指

引下采用第三类具体的数学方法解决问题 ．简单
来说 ，方法是“术” ，思想是“道” ！思想是方法的上

位 ，具有指导意义 ．

在解题过程中要突出以数学思想方法为指

导 ，分析和研究问题 ，充分发挥数学思想方法对发

现解题途径的定向 、联想和转化功能 ．
[４] 在解题

过程中或者解题结束后还要不断地总结 、归纳解

题方法 ，并加以提炼上升到数学思想的高度 ，这一

过程学生很难自发实现 ，需要教师的引导和帮助 ．

这也正好体现新课程标准所提出的教师是引导

者 、合作者的角色 ．
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