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深度学习在数学教学中的生成与进阶
∗

———以《复数的概念》为例

江苏省苏州市吴江高级中学 　 　 ２１５２００　 　 张　 阳

　 　 【摘　 要】 　 《中国高考评价体系说明》要求数学考查转向，实现学生在数学教学中的深度学习．学生的深度学

习生成与进阶可以从四个方面实施，即明确教学三种逻辑，寻找学生最近发展区；合理设计体验情境，设计数学具身

活动；把握学生数学需求，高效进行知识交互；助力学生知识建构，主动回归现实应用．深度学习的实施还需要教师

确立学生体验为核心的教学理念，优化教学环节．
【关键词】 　 复数；深度学习；ＨＰＭ；具身

　 　 ２０１９ 年教育部颁布了《中国高考评价体系说明》，
搭建“一核四层四翼” 评价结构，其中“四翼” 提出了考

查要求，即“基础性、应用性、综合性、创新性” ．２０２０ 年

高考数学山东卷以及适应性考试的试题都清晰地体现

了考查要求的转向，由考知识转向考应用，由考解题转

向考方案，由考问题转向考创新，这种转向要求数学课

堂教学能够实现学生的深度学习．
深度学习是指基于人类探究、创新和有目的行为，

旨在激发学生与教师的活力与激情，让学生更合乎人

类的本性，让学生更直接、深度地投入、参与到学习中，
进而实实在在地改变生活，改变世界［１］ ．主要体现在三

方面，一是运用知识解决现实问题；二是反思生活与改

变世界；三是促进核心素养的生成．
１　 深度学习在复数教学中的生成与进阶

图 １
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的数学教学需要四个要素协调运作，教师需要发挥积

极作用，为教学系统提供驱动力，将数学教学中的静态

要素串联为动态系统，促进深度学习的生成与进阶，图
１ 为生成深度学习的四要素关系图．
１．１　 明确教学三种逻辑，寻找学生最近发展区

最近发展区是指学生现有发展水平和潜在发展水

平之间的距离，教师的教学设计首先要依据所教学生

的学情，寻找学生的最近发展区，确立教学目标，即在

教师的帮助下学生可以够得着的潜在发展水平．教师

可以从知识逻辑、教学逻辑、认知逻辑三种逻辑角度，
分析并寻找学生的最近发展区．

案例１　 复数的概念（２０１９年人教Ａ版） 教学分析

学生现有水平：能够解决判别式大于或等于 ０ 的

实系数一元二次方程根的问题，理所当然地认为判别

式小于 ０ 时的实系数一元二次方程无实数根；曾经历

过一次数系扩充，即方程的根从有理数到无理数的过

程，在没有无理数概念时，学生能够解方程 ｘ２ － ４ ＝ ０，
但是不能求解方程 ｘ２ － ２ ＝ ０ 的根．

学生的最近发展区：学生学习了对数的概念，如 ２ｘ

＝ ３ 中 ｘ 的对数表达，通过引入新的数学符号对概念进

行定义．
三种逻辑：① 知识逻辑，数系的扩充已经完成了自

然数、整数、有理数、实数四个过程，每一过程都是在上

一数系基础上，重新定义新的数，同时后者的运算规则

兼容前者的运算规则；② 教学逻辑，即类比推理的方法

可以得出复数概念的新定义与运算法则；③ 认知逻辑，
面对方程 ｘ２ ＋ ２ ＝ ０，可以选择方程无解，也可以思考无

解的原因是我们关于数的认识局限性，如在整数域内

解方程 ｘ２ － ２ ＝ ０，也是无解的，但是如果在实数域内解

方程 ｘ２ － ２ ＝ ０，则是有解的，所以是否有解与所处于的

数域有关，自然得出复数的定义，这是一种基于自身体

验产生的需求问题，是一种具身认知．
点评 　 ① 教师的教学不仅仅是将知识告诉学生，

还应在学生已有认知基础上构建新认知，所以教学首

先要清楚学生关于所要学习知识的最近发展区，让新

知识的构建有锚点，案例一中针对学生已经学过的数
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系扩充进行了分析，同时对一些数学概念进行了回顾，
准确寻找到学生知识体系中的生长点．② 三种逻辑中，
知识逻辑基于数学大概念，教学逻辑基于归纳推理的

严格逻辑证明，认知逻辑中学生的体验是教学的核心，
三种逻辑的正确理解与应用是教学高效的保证．
１．２　 合理设计体验情境，设计数学具身活动

情境体验是学生从“他心” 到“我心” 转化的环节，
在体验前教师所展示的问题或学生所处的情境，对于

学生而言，是与自身无关的身外情境，在经历过具身活

动（物理具身、思维具身、想象具身与情感具身） 后，学
生成为情境的主角，问题的解决成为其自身的需求．

具身活动指身体、思想、情感与想象协调参与的活

动，不能狭隘地理解为必须身体参与的教学活动才是

具身活动．教学中的具身活动需要根据教学内容与学

情进行情境设计，学习内容直接来源于现实生活，可以

设计从现象到学科知识的全过程体验；学习内容来源

于其它数学模块知识的，可以从 ＨＰＭ（数学史） 的角度

进行体验，这种体验是“像数学家一样学习数学”，是从

数学旧知生成数学新知的体验．
案例２　 复数的概念（２０１９年人教Ａ版） 情境活动

学生活动 １：

问题 １：已知方程组
ｘ ＋ ｙ ＝ １０，
ｘｙ ＝ ４０，{ 分别求 ｘ，ｙ 的值．

生 １：代入消元，可得一元二次方程 ｘ２ － １０ｘ ＋ ４０ ＝
０，其中判别式 Δ ＝ － ６０ ＜ ０，所以方程无解，即原方程

组无解．
师：历史上曾经有人给出了方程的解，早在五百多

年前意大利数学家卡尔丹研究的问题“把分成两部分，
使其乘积为” 这一问题， 卡尔丹给出两个 “数”５ ＋

－ １５ 和 ５ － － １５ ，认为这两个数就是题中方程组

的解．
生 ２：根式下面是负数没有意义的．
师：很长一段时间大家都这么认为，但是如果将这

两个数当作有意义，通过检验，它们是满足原方程组

的．所以这种写法有其合理的一面，即原有范围内的数

不能解决这一问题．回想数的几次扩充，我们用什么样

的视角理解这两个看似没有意义的数．
学生活动 ２：
问题 ２：在整数范围内求解方程 ｘ２ － ２ ＝ ０；在有理

数范围内求解方程 ２ｘ ＝ ３．
生３：求出的解都不满足要求，第一个方程求出是 ｘ

＝ ± ２ ，第二个方程的根是ｌｏｇ２３，前者不是整数，后者

不是有理数．
师：那么如何改编问题，就可以顺利地求出解？
生 ４：将题中的数域进行扩张就可以了．
学生活动 ３：

问题 ３：请同学们参考问题 ２ 中的数域扩张，对问

题 １ 也进行一次数域扩张．（同学讨论、自学）
点评 　 复数来源于解方程时的困境，它并非是身

体物理参与发生的．①上述活动基于ＨＰＭ，即数学史角

度重现复数概念的发生发展，让学生在解题中既感受

到复数出现的合理性，又感受到复数定义的迫切性；②
在教学逻辑上，采用类比的方法，在历史上，每一次数

域的扩充都伴随着新概念的出现，让学生重走数学家

的探索之旅．
１．３　 把握学生数学需求，高效进行知识交互

传统教学由教师端单向供给知识，深度课堂中教

学首先由学生端对知识产生强烈需求，教师再进行知

识靶向供给．前者是一种大水漫灌式的教学，与学生需

求无关，是教师完成教学任务，对知识的自我构建；后
者是精准地滴灌，学生需求是教师教学的方向，是基于

学生对知识的自我构建．在知识交互中，教师与学生分

别处于知识的上下游，当教师进行知识传递时，学生只

有处于积极开放的状态才能更好地对知识进行内化，
所以深度学习的各环节呈前后逻辑关系．

案例３　 复数的概念（２０１９年人教Ａ版） 知识交互

问题 ４：如图 ２，观察历史上曾经发生过的数域扩

张，说明数域扩张的特点．

图 ２

生 ５：数域扩张的特点有两个，一是扩张均来源于

解方程的需要，二是都加入了新数．
师：总结的非常到位，我们来看一下历史上的复数

是如何定义的．由数学家欧拉引入字母 ｉ 来表示方程

ｘ２ ＋ １ ＝ ０ 的解，规定 ｉ２ ＝ － １，其中 ｉ 叫做虚数单位．
视频介绍：① 复数的产生：“虚数” 是 １７ 世纪数学

家笛卡尔创设，当时认为它不是真实存在的数字，后来

发现虚数可对应平面上的纵轴，与对应平面上横轴的

实数同样真实，虚数轴和实数轴构成的平面称复平面，
复平面上每一点对应着一个复数．欧拉与复数，１７４６ 年

欧拉在给哥德巴赫的一封信中提到虚数．１７４８ 年，欧拉

发表了对复数的发展具有重要作用的欧拉公式：ｅ ｉｘ ＝
ｃｏｓｘ ＋ ｉｓｉｎｘ，并用这个结果处理大量问题．② 高斯与复

数：１８３１ 年高斯发表有关复数几何表示的相关论文，
１８３１ 年高斯在论文《双二次剩余理论》 以及 １８３１ 年的

《哥廷根学报》 论文中，对复数进行清晰的几何表示．高
斯认为虚数是客观存在的［２］ ．

师：复数的定义、复数的分类、复数相等（略）
点评 　 复数在其发生发展过程中备受争议，许多

学者均认为它虚无缥缈，没有实际价值．在教学过程

０２
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中，有些学生也存在这种认识，如何克服这种心理，是
教学的重点．所以本节课依据数学史观（ＨＰＭ） 处理，
帮助学生迅速完成数系扩充的合理性建构，教学过程

让学生像数学家一样研究扩充过程．
１．４　 助力学生知识建构，主动回归现实应用

传统数学教学往往强调数学知识的逻辑性及抽象

性，忽视数学知识的实际应用，这既容易造成学生对数

学学习产生畏难心理，又容易形成数学只停留在学习

场景中的局面，因此高中数学教学迫切需要让数学走

进现实生活．
案例４　 复数的概念（２０１９年人教Ａ版） 回归体验

师：复数在量子力学、系统分析、信号分析中有着

广泛地应用，但是在初等数学以及日常生活中很少涉

及，在教学中应对学生指出，它现在还处于认识状态，
我们生活中的手机信号处理都需要复数知识，它在物

理学中有着广泛应用，当前需要从基础学起．
问题６：当ｍ为何实数时，复数 ｚ ＝ ｍ２ ＋ ｍ － ２ ＋ （ｍ２

－ １）ｉ 分别是 ．
（１） 实数； （２） 虚数；（３） 纯虚数；（４） ０．
问题 ７：解方程 　 ｘ３ － １ ＝ ０．
生：略．
点评 　 复数知识的特殊性，使得我们找不到符合

学生已有认知的现实世界实例，教师需要指出复数的

发展方向，让学生明白学习知识的必要性，此时数学是

抽象的、脱离现实生活的．在体验中设计两个问题，分
别回顾复数的基础知识与解方程的应用，其中问题 ７
是复数的具身体验．
２　 深度学习在数学教学中的思考

数学是一门高度抽象的学科，其发生发展需要依

据严谨的逻辑推理，数学也是许多学科的基础，所以数

学的教与学需要教师厘清教学内容的知识逻辑，遵循

学生的认知逻辑， 明晰教学逻辑， 促进学生的深度

学习．
２．１　 改进教学理念，培养学科素养

数学学科素养的形成需要深度学习．由于深度学

习需要学生明晰学习内容的生活价值，即清楚为什么

学习，理解学习内容的发展方向，即学习后能解决什么

问题，因此深度学习可以激发学生学习兴趣，强化学生

学习内因．同时深度学习中的教师处于顾问的角色，仅
在学生解决问题遇到障碍时，才提供帮助，这种帮助可

以是知识的交互活动，也可以学生体验的指导，无论哪

一种形式，教师都与学生处于平等状态，学生的学习是

一种成功的自我建构过程，在建构过程中自然地实现

了数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、数学运

算、数据分析的学科素养培养．
传统教学过分注重静态知识的传递，忽视数学学

科素养的形成，主要有三个方面原因，一是高中数学内

容处于从直观向抽象过渡阶段，高考内容繁杂且变化

多样，许多学生对数学有着畏惧心理；二是学生对为何

学习这些内容并不清楚，很多时候感觉是教师强加于

学生的知识，学生对数学缺乏兴趣，导致许多学生厌

学；三是教学质量评价行政化，行政主管部门对教师的

考核主要以考试成绩为主，为此教师不仅要在有限的

时间内完成课本上内容的教学任务，还要补充大量的

课外知识，甚至需要超前教学．三重原因导致数学学科

教学打着素质教育的旗帜，走的却是应试教育．以深度

学习为目标的数学教学可以促进学生高阶思维的养

成，有助于破解传统教学中的困境．
２．２　 优化教学环节，实现深度学习

课堂教学中的学生常以两种状态呈现，一是听众

的状态；二是基于自身需求的状态．传统教学（甲） 中学

生处于前一种，深度学习的教学（乙） 中学生处于后

一种．
教师教学顺序如图 ３：
图 ３ 中，教师甲处于主导地位，教学流程中，教师

先将知识传递给学生，并对所传递知识进行总结，再让

学生利用知识解决问题．教学系统中的教师与学生各

自处于高低不同位置，是一种不平等的教学形式；学生

的学习动力并非来源于自身需求，更多地是教师的灌

输产生的动力，学生对于知识仍处于自我认知状态．

图 ３

　 　 教师乙先让学生体验问题、发现问题，主动提出自

己遇到的困难，教师针对学生的解题需求组织教学，具
有很强针对性．学生对现象问题的体验形成教学的原

动力，学生对知识的困惑与释疑形成教学的表层主线，
学生对知识的感悟与生成形成教学的深层线索，最终

实现新知与旧知的融合，有效解决真正问题，提出自己

的解决问题方案， 形成自己的解题特征， 即为深度

学习．
深度学习下的教学环节需要以学生的具身感知为

中心，教师在学生力图扩充自己的内部视域时出现，在
学生体验知识与生成知识时及时退出，不越位不缺位．
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囵
３　 结语

深度学习强调学习要在知识理解的基础上发生，通
过对知识的再背景化、再情境化，还原知识的真实面貌，
让学习者与知识的原初与本质相遇；强调学习者认知、
情感、态度、行为的高投入性和学习过程的沉浸性；强调

学习者能够在众多知识与思想间建立关联，把握学科的

核心思想、意义与本质［３］ ．教师、学生作为教学系统的两

个核心要素，都需要全新的思想理解深度学习，让自己

成为深度学习的动力源，培养学生的高阶思维．
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基于过程性教学的“函数 ｙ ＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ）
的图象” 教学设计

江西师范大学数学与统计学院 　 　 ３３００２２　 　 董丽平 　 刘锡光

　 　 【摘 　 要】 　 数学教学不仅要注重知识性目标的达成，更要关注过程性目标的落实，实现过程性目标需要强调

学生自主参与学习过程，经历数学知识的发生发展过程，并获得经历与体验，由此提升数学核心素养．本文以“函数 ｙ
＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的图象” 教学设计为例，分析课堂教学环节如何实现过程性目标，体会数学教学中的过程性意义．

【关键词】 　 过程性教学；三角函数；教学设计

　 　 《普通高中数学课程标准（２０１７年版）》 指出“高中

数学教学以发展学生数学学科核心素养为导向，创设

合适的教学情境，启发学生思考，引导学生把握数学内

容的本质” ．数学教学不仅要让学生掌握知识，还要经

历知识的形成过程，理解知识的本质，提高发现问题、
研究问题的能力，这就需要开展“过程性教学”，本文以

“函数 ｙ ＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的图象” 教学设计为例，旨在

研究其教学中的过程性意义．
１　 过程性教学的要义

过程性教学是指在数学课堂中落实过程性目标的

教学．过程学鼻祖怀特海在《过程与实在》 中提出：“实
体如何形成的方式构成了实体是什么内容 …… 它的

‘存在’ 由它的‘形成性’ 所组成， 这就是过程的原

则” ［１］ ．并且进一步指出：“教学设计的学习目标必须源

于对生命价值和意义提升的冲动，其目的是引起和指

导思维和思想自由的展开，而具体目标是不可知的，只
有这个思维和思想的展开过程是实在的” ［２］ ．这种过程

性教育思想为教学设计展示了不同的视角．当今的学

习心理学也认为，学生的数学学习是基于学生已有认

知结构基础之上的主动建构过程，并且这一过程是一

个动态的再创造学习过程．所以，过程性教学揭示了数

学发生发展的过程，揭示了人类思维发展的过程，其教

学反映学生数学学习的心理过程和认知规律，真正体

现了学生数学知识的建构过程．

２　 教学设计要素分析

２．１　 内容及教学重点

“函数 ｙ ＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的图象” 选自北师大版高

中数学必修四第一章第八节的内容．是在研究了正、余
弦函数的图象和性质基础之上，进一步研究生活中常

见的函数类型，本节课将学习函数 ｙ ＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的

图象及参数 Ａ、ω、φ 对函数图象的影响，进一步理解函

数图象变换的本质，是后续学习“三角函数的应用” 和

“三角恒等变换” 的重要基础与铺垫．基于以上分析，确
立本节课的教学重点为：函数 ｙ ＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的图象

以及参数 Ａ、ω、φ 对图象变换的影响．
２．２　 学情及教学难点

学生在之前学习中已掌握“五点作图法”，了解借

助单位圆用正弦线作图的原理，教师也使用过几何画

板直接作图．但高一学生抽象概括能力较低，需借助具

体事物帮助理解建立模型，抽象概括出图象变换的规

律．学生虽对“左加右减”“上加下减” 有粗略的浅显认

识，但要理解函数图象变换的本质及三个参数对函数

图象的影响且图象变换方法不唯一，这对学生来说理

解掌握起来难度较大．
２．３　 教学目标及教学方法

（１） 教学目标：
①通过具体匀速圆周运动实例，抽象并建立函数 ｙ

＝ Ａｓｉｎ（ωｘ ＋ φ） 的数学模型；
２２
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