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由一道解析几何题引发的“识图”思考
∗

江苏省滨海中等专业学校　 　 ２２４５００　 　 梁永年

　 　 【摘　 要】 　 解析几何学习中既包含代数运算，又包含对平面图形的认识和处理，充分认识所研究的几何图形，
提高学生几何图形的分析能力，把握所研究对象的几何特征，学会在运算过程中利用图形的几何特征来简化运算，
提高运算效率，是解析几何教学中必须予以重视的问题．
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　 　 圆锥曲线是解析几何中的核心内容，谈到解析

几何问题的解决，许多学生认为就是复杂的计算，没
有规律可循，其实这是对解析几何学习的一种片面

认识．解析几何的本质是用代数方法研究几何问题，
几何是根本，运算是有数形结合特征的运算，而不仅

仅是代数运算，所以加强解析几何中识图教学显得

非常有必要．章建跃博士指出：用数形结合思想研究

曲线，应贯彻先用几何眼光观察与思考，再用坐标法

解决的策略［１］，让学生参与到学会识图的过程中，引
导学生注意运算与几何的相互为用，有目的地引导

学生学会分析几何图形的要素及其基本关系，再用

代数语言表达，这样能够拓展解题视野，优化运算求

解过程，教师只有注意渗透、反复强化这种解题策略

并贯穿解析几何学习的全过程，学生才能从繁琐的

运算中解脱出来，从而不断提高学生分析问题和解

决问题的能力．下面这道解析几何题有丰富的几何

特征，通过多角度的识图，开辟不同的解题途径，谈
一点自己的思考．
１　 试题再现

最近，我校高三检测考试选取了下列这道解析

几何题作为压轴题：

图 １

题 １　 如图 １，已知点

Ａ，Ｂ在椭圆
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞

ｂ ＞ ０） 上，点Ａ在第一象限，
Ｏ 为坐标原点，且 ＯＡ ⊥ ＡＢ．

（１） 若 ａ ＝ ３ ，ｂ ＝ １，直
线 ＯＡ 的方程为 ｘ － ３ｙ ＝ ０，
求直线 ＯＢ 的斜率；

（２） 若 △ＯＡＢ 是等腰三角形（点 Ｏ，Ａ，Ｂ 按顺时

针排列），求 ｂ
ａ

的最大值．

第一问只要根据条件列式求解，难度不大，从学

生做题的效果来看，全班学生都能正确解答，学生第

二问普遍不会解，正确率很低，能够动笔写一点有效

过程的学生很少，究其原因找不到解题思路，虽然这

道题有一定难度，但如此低的正确率还是不应该，要
求学生完全正确解答，也确有难度，但完全找不到解

题思路，一点过程也写不出，似乎不正常．
２　 问题分析

对于第（２） 小题，笔者对所在班级的学生做了

调查：一是目标函数难以建立， ｂ
ａ

究竟用什么量表

示，难以下手；二是部分学生试图通过设直线 ＯＡ 的

斜率表达 Ａ，Ｂ 两点坐标，虽只有一个变量，但面对复

杂数据难以求出 Ｂ 点坐标；三是部分学生试图通过

设 Ａ，Ｂ 两点坐标，进行求解，由于变量较多而无法

求解．
本题看似平淡，但学生对等腰直角三角形这个

条件，认识不深，不能由此找到合理的解题思路．究
其原因，是学生识图能力不强所致． 他们不能根据

“直角” 和“等腰” 这两个要素，转化至合理的代数运

算．因此，需要加强识图能力的教学，引导学生对图

形进行多角度分析、深入思考，与学生共同分析比较

图形的不同表征，让他们学会代数运算与几何直观

的相互转化，得到不同的解题方法，从而找到合理的

解题思路．
３　 必要性分析

在解析几何教学中， 是否有必要加强识图教

学？ 再看下面题 ２：

８３
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　 　 题 ２　 如图 ２，已知点

Ａ，Ｂ，Ｍ，Ｎ 为抛物线 ｙ２ ＝ ２ｘ
上四个不同的点，直线 ＡＢ
与直线 ＭＮ 相交于点 （１，
０），直线 ＡＮ 过点（２，０） ．

（１） 记 Ａ，Ｂ 的纵坐标

分别为 ｙ１，ｙ２，求 ｙ１ｙ２ 的值；
（２） 记直线 ＡＮ，ＢＭ 的

斜率分别为 ｋ１，ｋ２，是否存在实数 λ，使得 ｋ２ ＝ λｋ１？
若存在，请求出 λ 的值；若不存在，请说明理由．

仔细分析这道题的图形特征，就是要由三个三

点共线（点Ａ，（１，０），Ｂ共线；点Ｍ，（１，０），Ｎ共线；点
Ａ，（２，０），Ｎ 共线），得两条直线的斜率关系．而且第

（１） 小题已经铺垫了一个三点共线（点 Ａ，（１，０），Ｂ
共线），可以通过不同方法得到 ｙ１ｙ２ ＝ － ２．设 Ｍ，Ｎ 的

纵坐标分别为 ｙ３，ｙ４，由点 Ｍ，（１，０），Ｎ 共线与点 Ａ，
（２，０），Ｎ共线，同理可得 ｙ３ｙ４ ＝ － ２，ｙ１ｙ４ ＝ － ４．而 ｋ２ ＝
ｙ３ － ｙ２

ｙ２
３

４
－
ｙ２
２

４

＝ ４
ｙ３ ＋ ｙ２

，ｋ１ ＝
４

ｙ４ ＋ ｙ１
，只需运用上述三个等

式将 ｙ２，ｙ３ 转化为 ｙ１，ｙ４ 即可．
所谓识图，就是要分析图形的形成过程，找到图

形的基本关系和核心要素，再用代数语言表达出来，
通过合理转化即完成解题．像上述题 ２，三个三点共

线是基本关系，可运算得其代数关系式，通过消元转

化，就可以研究两条直线的斜率关系．因此，加强识

图能力的教学，有助于解题思路的形成．下文以问题

为例，展示由识图到解题思路形成的教学过程，与读

者交流研讨．
４　 教学分析

４．１　 初识图形

问题 １　 这次考试的压轴题，有一定难度，但图形

却不复杂，请同学们再分析一下图形的形成过程，找一

找图形中的关键条件，思考怎样处理这些关键条件．
学生容易发现关键条件ＯＡ⊥ ＡＢ与ＯＡ ＝ ＡＢ，怎

样从代数运算的角度刻画这两个条件呢？ 只要设

Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），就有解题思路了．

由ＯＡ→⊥ ＡＢ→，得 ｘ１（ｘ２ － ｘ１） ＋ ｙ１（ｙ２ － ｙ１） ＝ ０． ①
由 ＯＡ ＝ ＡＢ，得 ｘ２

１ ＋ ｙ２
１ ＝ （ｘ２ － ｘ１）２ ＋ （ｙ２ － ｙ１）２．

②

且 Ａ，Ｂ两点的坐标还满足
ｘ２
１

ａ２
＋
ｙ２
１

ｂ２
＝ １与

ｘ２
２

ａ２
＋
ｙ２
２

ｂ２

＝ １．本题即可利用这 ４ 个等式转化研究
ｂ
ａ

的最大值．

在此，要告诉学生一个道理，认真审题研究图形，就
能找到解题思路，要大胆思考、要敢分析、要敢写，很
多问题并不难．当然，这是一个初级解题思路，还要

引导学生敢于运算．
问题 ２　 这 ４个等式涉及多个字母，如何消元转

化到求
ｂ
ａ

的最大值呢？

引导学生观察这 ４ 个等式，不难得到消元思路．
字母 ａ，ｂ 保留，可尽量消去 ｘ２，ｙ２ 或 ｙ１，ｙ２，４ 个等式

中，后 ３ 个等式都是平方项，显然由 ① 式消元．

由 ① 式得 ｙ１ － ｙ２ ＝
ｘ１

ｙ１
（ｘ２ － ｘ１），

代入 ②式有 ｘ２
１ ＋ ｙ２

１ ＝ （ｘ２ － ｘ１） ２ ＋
ｘ２
１

ｙ２
１

（ｘ２ － ｘ１） ２

＝ （ｘ２ － ｘ１） ２ ｘ２
１ ＋ ｙ２

１

ｙ２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，解得 ｘ２ ＝ ｘ１ ＋ ｙ１，ｙ２ ＝ ｙ１ － ｘ１，

将 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ１ ＋ ｙ１，ｙ１ － ｘ１） 代入椭圆方程，

得
ｘ２
１

ａ２
＋
ｙ２
１

ｂ２
＝ １与

（ｘ１ ＋ ｙ１） ２

ａ２
＋
（ｙ１ － ｘ１） ２

ｂ２
＝ １，两式相

减即得目标
ｂ２

ａ２
＝

２ｘ１ｙ１ － ｘ２
１

２ｘ１ｙ１ ＋ ｙ２
１

，齐次式求最值，留时间

让学生运算，最终得
ｂ
ａ

的最大值为
５ － １
２

．

问题 ３　 上述解法是基本思路，不难想，只要大

胆运算，运算量也不是想象的那么大．当然，能不能

运用弦长公式适当优化解法呢？
问题 ３ 解题思路并没有变化，只是引导学生灵

活解题．只要想到弦长公式，引入直线 ＯＡ 的斜率 ｋ，

即可淡化 ｙ１，ｙ２ 的运算． 易得 ＯＡ ＝ ｘ２
１ ＋ ｙ２

１ ＝

１ ＋ ｋ２ ｘ１ ，ＡＢ ＝ １ ＋ １
ｋ２ ｘ１ － ｘ２ ， 所以 ｘ１ ＝

ｘ２ － ｘ１

ｋ
，即 ｘ２ ＝ ｘ１ ＋ ｙ１，再由 ＯＡ ⊥ ＡＢ 可得 ｙ２ ＝

ｙ１ － ｘ１ ．
４．２　 再识图形

问题 ４　 除了具备条件 ＯＡ⊥ ＡＢ 且 ＯＡ ＝ ＡＢ 是

等腰直角三角形外，请同学们思考还有哪些条件能

够满足是等腰直角三角形呢？
引导学生再次认识等腰直角三角形，并不难发

现：由 ∠ＡＯＢ ＝ ４５° 与 ＯＢ ＝ ２ＯＡ，也能保证等腰直

角三角形，这时可把 ＯＡ，ＯＢ 作为研究目标．因此，又
得到另一解题思路：研究 ＯＡ，ＯＢ 的斜率关系，研究

ＯＡ，ＯＢ 的交点处理长度 ＯＢ ＝ ２ＯＡ．
９３

中学数学杂志　 ２０２２ 年第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　

万方数据



严’太～
I 矽 ．多j弋．

设直线 ＯＡ 斜率为 ｋ，倾角为 θ，则 ｋ ＝ ｔａｎθ，由

∠ＡＯＢ ＝ ４５°，得 ｋＯＢ ＝ ｔａｎ（θ － ４５°），所以 ｋＯＢ ＝
ｋ － １
１ ＋ ｋ

．

由

ｙ ＝ ｋｘ，
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １，

ì

î

í

ïï

ïï

得 ｘ２
１ ＝ ａ２ｂ２

ｂ２ ＋ ａ２ｋ２，所以 ＯＡ２ ＝

（１ ＋ ｋ２）ａ２ｂ２

ｂ２ ＋ ａ２ｋ２ ，同理可得 ＯＢ２ ＝
１ ＋ ｋ － １

１ ＋ ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ａ

２ｂ２

ｂ２ ＋ ａ２ ｋ － １
１ ＋ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ２（１ ＋ ｋ２）ａ２ｂ２

ｂ２（１ ＋ ｋ） ２ ＋ ａ２（ｋ － １） ２，由 ＯＢ ＝ ２ＯＡ，得 ｂ２ｋ２ ＋

２（ｂ２ － ａ２）ｋ ＋ ａ２ ＝ ０，所以 ４（ｂ２ － ａ２） ２ － ４ａ２ｂ２ ≥０，

解得
ｂ
ａ

≤ ５ － １
２

，当 ｋ ＝ ５ ＋ １
２

时取到最大值．

若有的学校教师补充过复数旋转的相关知识，
还可引导学生从复数旋转的角度进一步认识图形．

问题 ５　 我们曾经补充过复数的相关知识，能
不能运用复数知识解决这个问题？

容易发现，ＯＢ 逆时针旋转 ４５° 且长度变为原来

的
２
２
，即得 ＯＡ．设 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），分别对应于

复数 ｘ１ ＋ ｙ１ ｉ 与 ｘ２ ＋ ｙ２ ｉ，则
２
２
（ｘ２ ＋ ｙ２ ｉ）（ｃｏｓ４５° ＋

ｉｓｉｎ４５°） ＝ ｘ１ ＋ ｙ１ ｉ，所以（ｘ２ － ｙ２） ＋ ｉ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＝ ２ｘ１

＋ ２ｙ１ ｉ，解得 ｘ２ ＝ ｘ１ ＋ ｙ１，ｙ２ ＝ ｙ１ － ｘ１ ．（下同问题 ２ 的

处理）
４．３　 转换视角

解析几何是用代数方法研究几何问题的，既是

几何问题，就不能忽略几何图形中隐含的信息．若能

充分借用几何关系，深层次挖掘几何信息，探求问题

本质，则可简化代数运算，使复杂问题简单化，有效

提高解题效率．
问题 ６　 对于条件“等腰直角三角形 △ＯＡＢ”，

能不能运用几何关系得到 Ａ，Ｂ 两点的坐标关系？

图 ３

学生虽知道初中几

何知识， 但长时间不运

用，当然不能迅速解决问

题 ６．需要再引导，从几何

的角度，研究点的坐标怎

么处理？ 这时学生可能

会想到作坐标轴的垂线，
给点时间学生思考，他们能得到以下处理：

如图 ３，过点 Ａ作 ｙ轴垂线交 ｙ轴于Ｍ，过点 Ｂ作

ＢＮ ⊥ ＡＭ 于 Ｎ，由 △ＯＡＢ 是等腰直角三角形，易得

△ＡＯＢ≌△ＡＮＢ，容易得到ＯＭ ＝ ＡＮ，ＡＭ ＝ ＢＮ，从而

得到 Ａ，Ｂ 两点的坐标关系．
本题最为简洁的解法，在问题中所涉及的几何要

素上加强引导学生“识图”，代数式的化简、方程的变

形与转化都起着很重要的作用，在不同的解法中比

较，细节不同的处理，需要循序渐进地引导学生感悟．
问题 ７　 若将等腰直角三角形 △ＯＡＢ， 改为

∠ＡＯＢ ＝ ６０° 的直角三角形，怎么处理？ 请同学们根

据本节课的研究，从不同的角度认识这个问题．
问题 ７ 作为课后思考题的主要目的，一是激发

学生研究的热情；二是让学生进一步认识这类图形

的本质．这样将数形结合思想方法融入到具体的问

题解决过程中，使学生在实践中加深“识图” 的理

解，逐步养成数形结合解决解析几何问题的思维

习惯．
５　 教学反思

通过这道例题，有效识图，灵活处理运算的多元

表征，尝试每种几何特征下的运算量，合理规划运算

路径．学生在解题实践中有意识地去感悟不同识图

方式带来的多种解法，分析不同解法带来的运算量

和表达方式的差异．通过分析运算条件、探究运算方

向、设计运算途径，不仅让学生体会利用等腰直角三

角形的性质解决问题，而且通过识图带来不同解法

的比较，其中更有简捷、优美的解法，体现了多想少

算的原则和较高的理性思维水平，使学生也体会了

解析几何运算中所具有的特点：先分析清楚研究对

象的几何特征，学会有效认识图形中的角度、长度、
位置关系，把握所研究对象的几何特征、明确面临的

几何问题，找到合理的几何关系，将几何元素及其关

系代数化，在运算过程中充分利用相应的几何特性

来简化运算，使复杂问题简单化，然后运算推理和求

解，这是化解数学运算难点的重要举措．通过不断探

索、归纳和总结的体验和感悟，积累运算经验，寻求

合理简洁的运算途径，从而提升解析几何问题解决

能力，提高学生数学核心素养．
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