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圆锥曲线涉及几条直线斜率的两个定值

山东省诸城第一中学　 　 ２６２２００　 　 薛新灵

山东省邹平双语学校　 　 ２５６２００　 　 姜坤崇

　 　 【摘　 要】 　 圆锥曲线以其优美的身姿及蕴涵的难以穷尽的性质吸引着众多数学家及数学爱好者的目光．本文

给出笔者新发现的它涉及三（或两）条直线斜率的两个定值性质，以飨读者．
【关键词】 　 圆锥曲线；斜率；定值

　 　 圆锥曲线以其优美的身姿及蕴涵的难以穷尽的性

质吸引着众多数学家及数学爱好者的目光，对圆锥曲

线的研究没有终点．本文给出笔者新发现的它涉及三

（或两） 条直线斜率的两个定值性质，以飨读者．
设 Ｍ，Ｎ 是圆锥曲线 Γ 一条对称轴上的两个定点，

ＰＱ 是 Γ 过 Ｍ 的弦，则三直线 ＰＱ，ＮＰ，ＮＱ（或两直线

ＮＰ，ＮＱ） 的斜率之间有如下介绍的若干定理中的两个

定值．

定理 １　 给定椭圆 Γ：
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０），

Ｍ（ｍ，０）（ｍ ≠ ± ａ），Ｎ（ｎ，０）（ｎ ≠ ｍ） 是 ｘ 轴上的两个

定点，过Ｍ引不与 ｘ轴重合的直线交Γ于 Ｐ，Ｑ两点，记
ｋＰＱ，ｋＮＰ，ｋＮＱ 分别为直线 ＰＱ，ＮＰ，ＮＱ 的斜率（以下同），
则

（１）ｋＰＱ

１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为定值

２（ａ２ － ｍｎ）
ａ２ － ｍ２ ；

（２） 当 ｎ ＝ ± ａ 时 ｋＮＰ·ｋＮＱ 为定值
ｂ２（ｍ ± ａ）
ａ２（ｍ ∓ ａ）

．

证明 　 （１） 将 Γ 的方程变形为

ｂ２ （ｘ － ｎ） ２ ＋ ａ２ｙ２ ＋ ２ｂ２ｎ（ｘ － ｎ） ＋ ｂ２（ｎ２ － ａ２） ＝ ０．
①

设直线ＰＱ的方程为 ｙ ＝ ｋ（ｘ － ｍ）（ｋ ＝ ｋＰＱ，ｋ ≠ ０），

变形得
ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

＝ １，代人 ① 式得

ｂ２ （ｘ － ｎ） ２ ＋ ａ２ｙ２ ＋ ２ｂ２ｎ（ｘ － ｎ）·
ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

＋ ｂ２（ｎ２

－ ａ２）·
ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝ ０，化简整理得 ｂ２ｋ２（ａ２ － ｍ２）

（ｘ － ｎ） ２ － ２ｂ２ｋ（ａ２ － ｍｎ）（ｘ － ｎ）ｙ － ［ａ２ｋ２ （ｍ － ｎ） ２ ＋
ｂ２（ｎ２ － ａ２）］ｙ２ ＝ ０，上式两边同除以 ｙ２ 得 ｂ２ｋ２（ａ２ －
ｍ２） ｔ２ － ２ｂ２ｋ（ａ２ － ｍｎ） ｔ － ａ２ｋ２ （ｍ － ｎ） ２ － ｂ２（ｎ２ － ａ２）

＝ ０ 其中 ｔ ＝
ｘ － ｎ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

设 Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２）， 则由点 Ｐ，Ｑ 的坐标既满

足 Γ的方程又满足直线 ＰＱ的方程知
１
ｋＮＰ

＝
ｘ１ － ｎ
ｙ１

，
１
ｋＮＱ

＝

ｘ２ － ｎ
ｙ２

是以上关于 ｔ 的二次方程的两个根，由韦达定理

得

１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

＝ ２ｂ２ｋ（ａ２ － ｍｎ）
ｂ２ｋ２（ａ２ － ｍ２）

＝ ２（ａ２ － ｍｎ）
ｋ（ａ２ － ｍ２）

，

１
ｋＮＰ

·
１
ｋＮＱ

＝ ａ２ｋ２ （ｍ － ｎ） ２ ＋ ｂ２（ｎ２ － ａ２）
ｂ２ｋ２（ｍ２ － ａ２）

． ②

所以，ｋＰＱ

１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２（ａ２ － ｍｎ）

ａ２ － ｍ２ ．

（２） 当 ｎ ＝ ± ａ 时， 由 ② 式知 ｋＮＰ · ｋＮＱ 为定值

ｂ２（ｍ ± ａ）
ａ２（ｍ ∓ ａ）

．

推论 　 给定椭圆 Γ：
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０），

Ｍ（ｍ，０）（ｍ ≠ ± ａ，ｍ ≠ ０），Ｎ
ａ２

ｍ
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 ｘ 轴上的两个

定点，过 Ｍ 引不与 ｘ 轴垂直和重合的直线交 Γ 于 Ｐ，Ｑ
两点，则

图 １　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ２

（１） 当 Ｍ 在 Γ 的焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＝
∠ＱＮＭ；

（２） 当 Ｍ 在 Γ 的非焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＋
∠ＱＮＭ ＝ １８０°．

证明 　 因为 ｎ ＝ ａ２

ｍ
，所以由定理 １（１） 的结论知

ｋＰＱ

１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，即 ｋＮＰ ＝ － ｋＮＱ，于是，当Ｍ在Γ的焦点

２３
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国
所在区域时（如图 １） 有∠ＰＮＭ ＝ ∠ＱＮＭ；当Ｍ在Γ的非

焦点所在区域时（如图 ２），∠ＰＮＭ ＋ ∠ＱＮＭ ＝ １８０°．

定理 ２　 给定椭圆 Γ：
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０），

Ｍ（０，ｍ）（ｍ ≠ ± ｂ），Ｎ（０，ｎ）（ｎ ≠ ｍ） 是 ｙ 轴上的两个

定点，过Ｍ引不与 ｙ轴重合的直线交Γ于 Ｐ，Ｑ两点，则

（１）
ｋＮＰ ＋ ｋＮＱ

ｋＰＱ

为定值
２（ｂ２ － ｍｎ）
ｂ２ － ｍ２ ；

（２） 当 ｎ ＝ ± ｂ 时，ｋＮＰ·ｋＮＱ 为定值
ｂ２（ｍ ∓ ｂ）
ａ２（ｍ ± ｂ）

．

证明 　 （１） 将 Γ 的方程变形为 ｂ２ｘ２ ＋ ａ２ （ｙ － ｎ） ２

＋ ２ａ２ｎ（ｙ － ｎ） ＋ ａ２（ｎ２ － ｂ２） ＝ ０． ③
设直线 ＰＱ 的方程为 ｙ － ｍ ＝ ｋｘ（ｋ ＝ ｋＰＱ），变形得

（ｙ － ｎ） － ｋｘ
ｍ － ｎ

＝ １，代人 ③ 式得 ｂ２ｘ２ ＋ ａ２ （ｙ － ｎ） ２ ＋

２ａ２ｎ（ｙ － ｎ） ·
（ｙ － ｎ） － ｋｘ

ｍ － ｎ
＋ ａ２（ｎ２ － ｂ２） ·

（ｙ － ｎ） － ｋｘ
ｍ － ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝ ０， 化 简 整 理 得，ａ２（ｂ２ － ｍ２）

（ｙ － ｎ） ２ － ２ａ２ｋ（ｂ２ － ｍｎ）ｘ（ｙ － ｎ） － ［ａ２ｋ２（ｎ２ － ｂ２） ＋
ｂ２ （ｍ － ｎ） ２］ｘ２ ＝ ０， 上式两边同除以 ｘ２ 得，ａ２（ｂ２ －
ｍ２） ｔ２ － ２ａ２ｋ（ｂ２ － ｍｎ） ｔ － ａ２ｋ２（ｎ２ － ｂ２） － ｂ２ （ｍ － ｎ） ２

＝ ０（其中 ｔ ＝
ｙ － ｎ
ｘ

） ．

设 Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２）， 则由点 Ｐ，Ｑ 的坐标既满足

Γ 的方程又满足直线 ＰＱ 的方程知 ｋＮＰ ＝
ｙ１ － ｎ
ｘ１

，ｋＮＱ ＝

ｙ２ － ｎ
ｘ２

是以上关于 ｔ的二次方程的两个根，由韦达定理得

ｋＮＰ ＋ ｋＮＱ ＝ ２ｋ（ｂ２ － ｍｎ）
ｂ２ － ｍ２ ，

ｋＮＰ·ｋＮＱ ＝ ａ２ｋ２（ｎ２ － ｂ２） ＋ ｂ２ （ｍ － ｎ） ２

ａ２（ｍ２ － ｂ２）
． ④

所以，
ｋＮＰ ＋ ｋＮＱ

ｋＰＱ

＝ ２（ｂ２ － ｍｎ）
ｂ２ － ｍ２ ．

（２） 当 ｎ ＝ ± ｂ 时， 由 ④ 式知 ｋＮＰ · ｋＮＱ 为定值

ｂ２（ｍ ∓ ｂ）
ａ２（ｍ ± ｂ）

．

推论 　 给定椭圆Γ：
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０），Ｍ（０，

ｍ）（ｍ ≠ ± ｂ，ｍ≠０），Ｎ
ｂ２

ｍ
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 ｙ 轴上的两个定点，过

Ｍ 引不与 ｙ 轴垂直和重合的直线交 Γ 于 Ｐ，Ｑ 两点，
（１） 当 Ｍ 在 Γ 的焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＝

∠ＱＮＭ；
（２） 当 Ｍ 在 Γ 的非焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＋

∠ＱＮＭ ＝ １８０°．

证明从略．
仿照定理 １，２ 及其推论的证明，可以给出双曲线中

如下两个定理及其推论的证明（限于篇幅，证明从略）：

定理３　 给定双曲线Γ：
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０），

Ｍ（ｍ，０）（ｍ≠ ±ａ），Ｎ（ｎ，０）（ｎ≠ｍ） 是 ｘ轴上的两个定

点，过 Ｍ 引不与 ｘ 轴重合的直线交 Γ 于 Ｐ，Ｑ 两点，则

（１）ｋＰＱ

１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为定值

２（ａ２ － ｍｎ）
ａ２ － ｍ２ ；

（２） 当 ｎ ＝ ± ａ 时 ｋＮＰ·ｋＮＱ 为定值
ｂ２（ａ ± ｍ）
ａ２（ａ ∓ ｍ）

．

推论 　 给定双曲线Γ：
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０），

Ｍ（ｍ，０）（ｍ ≠ ± ａ，ｍ ≠ ０），Ｎ
ａ２

ｍ
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 ｘ 轴上的两个

定点，过 Ｍ 引不与 ｘ 轴重合的直线交 Γ 于 Ｐ，Ｑ 两点，
（１） 当 Ｍ 在 Γ 的焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＝

∠ＱＮＭ；
（２） 当 Ｍ 在 Γ 的非焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＋

∠ＱＮＭ ＝ １８０°．

定理 ４　 给定双曲线 Γ：
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ ＞

０），Ｍ（０，ｍ），Ｎ（０，ｎ）（ｎ≠ｍ） 是 ｙ轴上的两个定点，过

Ｍ引不与 ｙ轴重合的直线交Γ于 Ｐ，Ｑ两点，则
ｋＮＰ ＋ ｋＮＱ

ｋＰＱ

为定值
２（ｂ２ ＋ ｍｎ）
ｂ２ ＋ ｍ２ ．

推论 　 给定双曲线 Γ：ｘ
２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ ＞

０），Ｍ（０，ｍ）（ｍ ≠ ０），Ｎ ０， － ｂ２

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 ｙ 轴上的两个

定点，过Ｍ引不与 ｙ轴重合的直线交Γ于 Ｐ，Ｑ两点，
（１） 若 Ｐ，Ｑ 分别在 Γ 的两支上，则 ∠ＰＮＭ ＝

∠ＱＮＭ；
（２） 若 Ｐ，Ｑ 在 Γ 的同一支上， 则 ∠ＰＮＭ ＋

∠ＱＮＭ ＝ １８０°．
定理 ５　 给定抛物线Γ：ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０），Ｍ（ｍ，

０）（ｍ≠０），Ｎ（ｎ，０）（ｎ≠ ｍ） 是 ｘ轴上的两个定点，
Ｏ（０，０） 为顶点，过Ｍ引不与 ｘ轴重合的直线交Γ于

Ｐ，Ｑ 两点，则

（１）ｋＰＱ
１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为定值

ｍ ＋ ｎ
ｍ

；

（２） 当 ｎ ＝ ０ 时 ｋＮＰ·ｋＮＱ（即 ｋＯＰ·ｋＯＱ） 为定值

－ ２ｐ
ｍ
．

证明 　 （１） 将 Γ 的方程变形为 ｙ２ － ２ｐ（ｘ － ｎ）
３３

中学数学杂志　 ２０２１ 年第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　

万方数据



囵
－ ２ｐｎ ＝ ０． ⑤

设直线 ＰＱ的方程为 ｙ ＝ ｋ（ｘ － ｍ）（ｋ ＝ ｋＰＱ，ｋ ≠

０），变形得
ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

＝ １，代入 ⑤ 得

ｙ２ － ２ｐ（ｘ － ｎ） · ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

－ ２ｐｎ ·

ｙ － ｋ（ｘ － ｎ）
ｋ（ｎ － ｍ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝ ０．

化简整理后两边同除以 ｙ２ 得，２ｐｍｋ２ ｔ２ － ２ｐｋ（ｍ

＋ ｎ） ｔ － （ｍ － ｎ） ２ｋ２ ＋ ２ｐｎ ＝ ０ 其中 ｔ ＝ ｘ － ｎ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． ⑥

于是， １
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

＝ ｍ ＋ ｎ
ｋｍ

， 即 ｋＰＱ
１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｍ ＋ ｎ
ｍ

．

（２） 当 ｎ ＝ ０ 时由 ⑥ 式得

ｋＮＰ·ｋＮＱ ＝ ２ｐｍｋ２

－ （ｍ － ｎ） ２ｋ２ ＋ ２ｐｎ
＝ － ２ｐ

ｍ
．

推论 　 给定抛物线 Γ：ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０），Ｍ（ｍ，
０）（ｍ≠０），Ｎ（ － ｍ，０） 是 ｘ轴上的两个定点，过Ｍ引

不与 ｘ 轴垂直和重合的直线交 Γ 于 Ｐ，Ｑ 两点，
（１） 当 Ｍ 在 Γ 的焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＝

∠ＱＮＭ；
（２） 当 Ｍ 在 Γ 的非焦点所在区域时，∠ＰＮＭ ＋

∠ＱＮＭ ＝ １８０°．
证明从略．
最后需说明的是，在以上定理中，点 Ｍ，Ｎ 可以

取一些特殊点，从而结论（定值） 变为一些特殊值．如
在定理１（１） 中，Ｍ可取Γ的左右准线与 ｘ轴的交点、
左右两焦点、Γ 的中心，Ｎ 除了可取以上点外还可以

取左右顶点，取法最多可有 ５ × ６ ＝ ３０ 种．仅举一例：

当 Ｍ取Γ的左焦点 Ｆ１（ － ｃ，０）（ｃ ＝ ａ２ － ｂ２ ）Ｎ取Γ

的中心 Ｏ 时，ｋＰＱ
１
ｋＮＰ

＋ １
ｋＮＱ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为 定 值

２
１ － ｅ２

（ 其 中

ｅ ＝ ｃ
ａ

为 Γ 的离心率） ．
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姜坤崇（１９５８—），男，山东威海人，中学高级教师，全国优

秀教师，在省级及以上中等数学期刊上共发表论文 ３００ 余篇；
研究方向：初等数学及数学竞赛研究，侧重圆锥曲线和不等式．

以退为进　 把握本质
∗

江苏省滨海中等专业学校　 　 ２２４５００　 　 梁永年

　 　 【摘　 要】 　 借助以退为进的思想对试题的解法、思路进行分析，把复杂问题退到简单问题，退到学生最容易看

清楚的地方，经历感受、体验的探究过程，让学生看清问题的本质，从而顺利解决问题．
【关键词】 　 以退为进；把握本质

１　 提出问题

设数列｛ａｎ｝ 的通项公式为 ａｎ ＝
２ｎ － １

３ｎ ，问：在数

列｛ａｎ｝ 中， 是否存在三项， 使得它们构成等差数

列？ 若存在，求出这三项；若不存在，请说明理由．

这是一道典型的数列“整数解” 问题，作为本校

模拟考试压轴题的最后一问，得分率很低，全班只有

两位同学用特殊值验证出一组解．在试卷评讲前，笔
者进行了广泛调研，对于“数列｛ａｎ｝ 中是否存在三

项”，大部分学生都有基本思路，即设存在三项 ａｐ，

４３
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∗ 基金项目： 本文系第四期江苏省教育科学研究院职业教育教学研究 ２０１９ 年度立项课题《中职数学教学“最优化课堂”体系构建的案例

研究》（登记号：ＺＹＢ１８７）的阶段成果．
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