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  摘  要 ：数学学习不仅要学会基本的知识 、思想和方法 ，更重要的是要学会数学地思考问题 ．以一道高考

题为例 ，不仅对知识 、思想和方法进行了梳理 ，还展示了学习过程中对这个问题的完整思考过程 ，为学生学会

数学地思考问题提供了一定的参考 ．
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1  问题提出
近期做了一道有关解三角形的高考题 ，题目

如下 ：

题目 1  （２０２０ 年浙江卷 １８ 题 ） 在锐角
△ A BC中 ，角 A ，B ，C 的对边分别为 a ，b ，c ，且
２bsin A － ３ a ＝ ０ ．

（１）求角 B ；

（２）求 cos A ＋ cos B ＋ cos C的取值范围 ．

第（１）题求角 B ，条件中只给了一个等式 ，那

么我们就要把这个等式化简 ，通常有两种方法 ：一

是全部化成边 ，二是全部化成角 ．而这道题很明

显 ，采用化角的方法 ，把等式中的边全部通过正弦

定理化成角的正弦的形式 ，化简后得出 sin B ＝

３

２
，因为题目中说是锐角 △ A BC ，所以角 B ＝

π

３
．

第（２）题 ，因为知道了角 B ，实际上就是求

cos A ＋ cos C ．对于双变量问题 ，我们习惯化成单

变量问题解决 ，这样这个题的关键就是怎样把两

个角化成一个角 ．cos A 可以化成 cos（π － B －

C） ，再通过诱导公式化简 ，因为角 B在第（１）题已

经求出 ，所以原式就转化成了只含一个变量的式

子 ，又因为三角形是锐角 △ A BC ，即三个角都是

锐角 ，所以可求出角 C的取值范围 ，进而求出原式

的取值范围 ．

下面是解答过程 ．

解  （１）由 ２bsin A ＝ ３ a结合正弦定理 ，可

得 ２sin Bsin A ＝ ３ sin A ，所以 sin B ＝
３

２
．因为

△ A BC为锐角三角形 ，故 B ＝
π

３
．

（２）结合 （１）的结论 ，有 cos A ＋ cos B ＋

cos C ＝ cos ２π

３
－ C ＋

１

２
＋ cos C ＝ －

１

２
cos C ＋

３

２
sin C ＋ cos C ＋

１

２
＝

３

２
sin C ＋

１

２
cos C ＋

１

２
＝

sin C ＋
π

６
＋

１

２
．由

０ ＜
２π

３
－ C ＜

π

２
，

０ ＜ C ＜
π

２

可得

π

６
＜ C ＜

π

２
，所以

π

３
＜ C ＋

π

６
＜

２π

３
，则

sin C ＋
π

６
∈

３

２
，１ ，故 sin C ＋

π

６
＋

１

２
∈

３ ＋ １

２
，
３

２
．即 cos A ＋ cos B ＋ cos C的取值范

围是 ３ ＋ １

２
，
３

２
．

这道题目的解答比较常规 ，也没有什么特别

难的地方 ，但研究高考题关键是从高考题中总结

出高考题考查的方向 ，从而为迎接后面的高考做

准备 ，所以我对这道高考题进行了深入的思考 ．

2  几点思考
2 ．1  从三角函数的名称角度进行变式

思考 １  既然高考题可以考查两个角余弦的

和的取值范围 ，那是不是也可以考查两个角正弦

的和的取值范围呢 ？

题目 2  在锐角 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，

求 sin A ＋ sin C的取值范围 ．

解  sin A ＋ sin C ＝ sin（B ＋ C） ＋ sin C ＝
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sin π

３
cos C ＋ cos π

３
sin C ＋ sin C ＝

３

２
cos C ＋

３

２
sin C ＝ ３ sin C ＋

π

６
．后面只需要根据角 C

的取值范围求解即可 ，不再详细解答 ．

2 ．2  从三角函数的运算角度进行变式
思考 ２  既然可以考查两个角正弦的和的取

值范围 ，那是不是也可以考查它们的差 、积 、商的

取值范围呢 ？

题目 3  在锐角 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，

求 sin A － sin C的取值范围 ．

解析  sin A － sin C ＝ sin（B ＋ C） － sin C ＝

３

２
cos C －

１

２
sin C ＝ － sin C －

π

３
，下略 ．

题目 4  在锐角 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，

求 sin A sin C的取值范围 ．

解析  sin Asin C＝ ３

２
cos C ＋

１

２
sin C sin C＝

３

４
sin ２C －

１

４
cos ２C ＋

１

４
＝

１

２
sin ２C －

π

６
＋

１

４
，下略 ．

题目 5  在锐角 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，

求
sin A
sin C 的取值范围 ．

解析  
sin A
sin C ＝

３

２
cos C ＋

１

２
sin C

sin C ＝
３

２
·

１

tan C ＋
１

２
，下略 ．

通过搜集其他高考题发现 ，题目 ５ 的类型确

实在 ２０１９ 年全国统一高考数学试卷（新课标 III
文）考查过 ，题目如下 ：

△ ABC的内角A ，B ，C的对边分别为 a ，b ，c ，

已知 asin A ＋ C
２

＝ bsin A ．

（１）求 B ；

（２）若 △ ABC 为锐角三角形 ，且 c ＝ １ ，求
△ A BC面积的取值范围 ．

解  （１）略 ，可求得 B ＝
π

３
．

（２）由正弦定理
a
sin A ＝

c
sin C ，得 a ＝ csin Asin C ＝

sin A
sin C ．由三角形面积公式有 S △ A BC ＝

１

２
acsin B ＝

１

２
·
sin A
sin C ·

３

２
＝

３

４
·
sin（B ＋ C）
sin C ＝

３

４
·

sin π

３
cos C ＋ cos π

３
sin C

sin C ＝
３

８
·

１

tan C ＋
３

８
．因

为 △ ABC是锐角三角形 ，由（１）知 B ＝
π

３
，A ＋

B ＋ C ＝ π ，得到 A ＝
２π

３
－ C ，故

０ ＜ C ＜
π

２
，

０ ＜ A ＜
π

２
，

即

０ ＜ C ＜
π

２
，

０ ＜
２π

３
－ C ＜

π

２
，

解得
π

６
＜ C ＜

π

２
． 故

tan C ＞
３

３
，故

３

８
＜

３

８
·

１

tan C ＋
３

８
＜

３

２
，即

３

８
＜ S △ A BC ＜

３

２
．故 S △ A BC 的取值范围

是 ３

８
，
３

２
．

第（２）题的解答过程是不是与题目 ５的解答

惊人地相似 ？ 心中油然而生一种自豪感 ，原来我

也可以命制高考题了 ．

2 ．3  从三角形中边的角度进行变式
思考 ３  三角形的元素分为角和边 ，前面主

要都是求角的正弦或余弦的取值范围 ，那么是不

是也可以求边的取值范围呢 ？

题目 6  在 △ A BC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求 a ＋ c的取值范围 ．

方法 １  我们可以用化角的方法转化成我们

熟悉的题目 ．a ＋ c ＝ ２ ３ sin A ＋ ２ ３ sin C ＝

６sin C ＋
π

６
．后面只需要根据角 C 的取值范围

求解即可 ，不再详细解答 ．

方法 ２  由于求的是两个变量的和的取值范

围 ，所以还可以考虑利用基本不等式求解 ．因为

cos B ＝
a２ ＋ c２ － b２

２ ac ，所以 ac ＝ a２ ＋ c２ － ９ ，故

（a ＋ c）２ － ９ ≤ ３
a ＋ c
２

２

，从而 a ＋ c ≤ ６ ．因为

a ＋ c ＞ b ＝ ３ ，所以 a ＋ c ∈ （３ ，６］ ．
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思考 ４  三角形内角的三角函数之间可以通

过加减乘除求取值范围 ，那三角形的边是不是也

可以通过加减乘除求取值范围呢 ？下面让我们来

研究一下吧 ！

题目 7  在 △ A BC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求 a － c的取值范围 ．

题目 8  在 △ A BC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求 ac的取值范围 ．

题目 9  在 △ A BC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求
a
c 的取值范围 ．

题目 ７ — ９很显然都可以化成边对应角的正

弦求解 ，转化成前面熟悉的问题 ，对于题目 ８还可

以用基本不等式求解 ．

2 ．4  从三角形中边的几何意义进行变式
思考 ５  由题目 １我发现 ，命题老师没有简

单考查 cos A ＋ cos C 的取值范围 ，而是考查了

cos A ＋ cos B ＋ cos C的取值范围 ，所以我想题目６

考查 a ＋ c的取值范围 ，是不是也可以考查 a ＋ b ＋ c
的取值范围呢 ？这样的好处是三条边的和有几何

意义 ，可以直接说求 △ ABC的周长的取值范围 ．

题目10  在 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求 △ A BC周长的取值范围 ．

思考 ６  同样 ，对于求 ac 的取值范围 ，也可

以赋予这个式子几何意义 ，改成求 △ ABC面积的
取值范围 ．

题目11  在 △ ABC中 ，已知角 B ＝
π

３
，b ＝ ３ ，

求 △ A BC面积的取值范围 ．

思考 ７  既然有些式子是有相应的几何意义

的 ，那是不是可以借助于几何意义解题呢 ？

对于题目 １１ ，可以把 ac 转化成角的正弦 ，即

对３ ３ sin A sin C求解取值范围 ，也可以直接利用

基本不等式求解 ，实际上还可以采用数形结合的

思想利用几何意义进行求解 ：
b
sin B ＝ ２R 是一个

定值 ，而 R 是三角形外接圆的半径 ，我们就可以

把三角形的外接圆画出来 ，把边 b当成底 ，当边 b
上的高最大时 ，△ A BC的面积最大 ．显然 ，边 b上
的高过圆心时最大 ，即此时 △ A BC的面积最大 ，

当边 b上的高为 ０时 ，△ ABC的面积最小 ．

关于求 △ ABC周长和面积的取值范围也是
高考命题的热点 ，原来出题老师是经历了这样的

一个过程才命制出来的 ，不得不佩服 ，出题老师真

的是煞费苦心了 ．

这样 ，就可以总结出解三角形中求取值范围

问题的解决策略 ：（１）化角 ——— 转化为一元函数

求取值范围 ；（２）化边 ——— 结合基本不等式求取

值范围 ；（３）化形 ——— 利用数形结合思想求取值

范围 ．

3  结束语
通过这次对高考题深入的思考 ，我发现自己

对解三角形知识的认知更上一层楼 ，并且发现原

来高考题不是随便命制出来的 ，也是有一定的命

制原则的 ．当我们能从数学的思维和逻辑出发 ，对

高考题多思考一下 ，说不定我们也可以命制出高

考题 ．同时 ，我也发现命制一道高考题凝聚了命题

人的心血 ，因此 ，在后面的数学学习生活中 ，我会

用更加认真的态度来对待数学 ，并怀着崇敬的心

情求解数学题 ．

指导教师点评 ：吕佳峻同学的这篇文章 ，从学

生的视角给我们展现了对于一道高考题 ，可以从

哪些角度进行思考 ．他先从简单的变换角的三角

函数名入手进行变式 ，之后上升到运算的变式 ，再

之后由角过渡到边的变式 ，最后又赋予了边的运

算相应的几何意义进行变式 ，整个思维过程层层

深入 ，思考也越来越有深度 ，很好地展现了一位高

中生良好的数学素养 ．同时关于求解解三角形中

取值范围问题的解决策略也是不断地增加 ，从最

初的“化角” ，到中间的“化边” ，到最后的“化形” ，

解法不断完善 ．题目的不断变式 ，体现了吕佳峻同

学掌握知识的广度和思考问题的深度 ；解法的不

断完善 ，体现了吕佳峻同学解决问题能力的厚度 ，

这篇文章为高中生如何思考数学问题提供了范

例 ，值得借鉴 ．
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