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  摘  要 ：针对一道平面向量模考题得分率较低的情况 ，对试题背景 、解法作深度探究 ，并对不同的思考方

式作评估分析 ，透视学生在解题过程中思维受挫的原因 ，研究解题教学中如何运用波利亚的解题原则 ，引领

学生走出思维误区 ．
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  在无锡市 ２０２１年秋学期高三期中考试中 ，第
２０题是一道以三角形为背景的平面向量试题 ．统

计表明 ，该题难度系数仅为 ０ ．１５ ，得满分者更是
寥若晨星 ．从题面上看 ，试题内容看似平实 ，实则

内涵极为丰富 ；试题呈现方式简洁 ，提出问题逐级
深入 ；涉及知识综合有度 ，方法灵活多样 ；具有较
强的探索性 ，深度检测了数学素养 ，充分体现了新

高考评价体系的精神 ，即把关键能力作为高考评
价的核心指标和因素 ．从题干上看 ，本题从三角形
的基本量和点线的位置关系出发 ，通过引入向量
语言 ，使数与形有机结合 ．第（１）问是求两条线段

的比值 ，属于几何问题 ；第（２）问是求两个向量数
量积的最小值 ，属于代数问题 ，从而使试题具有较

强的探索性和开放性 ，学生可以从平面向量的多
个维度寻找解题突破口 ，并利用向量共线定理进
行转化 ，而数量积的最值可利用基本不等式或求

导获得答案 ．由于学生解答情况较差 ，因此我们对
本题作重新研究 、评估和反思 ．本文试图通过探索

该题的命题背景 ，尝试一般的解题策略 ，依托数学
思想方法 ，引领学生走出思维误区 ，以发展学生的
能力和素养 ．

1  试题及背景分析
试题  在 △ A BC 中 ，已知 A B ＝ ２ ，AC ＝

１１ ，cos ∠ BAC ＝
５ １１

２２
，D为BC的中点 ，E为边

AB 上的一个动点 ，A D 与 CE 交于点 O ．设

A E →＝ x A B →．

（１）若 x ＝
１

４
，求

CO
OE 的值 ；

（２）求 AO →· CE →的最小值 ．

 图 １

分析  从几何维度去分

析 ，本题第（１）问求两线段的比

值 ，容易想到构造相似三角形

求解 ，因 D 是 BC的中点 ，故可
以取 CE 的中点 F ，则 DF ∥

BE ，且 DF ＝
１

２
BE（图１） ．再由

△ ODF ∽ △ OA E ，得到
OF
OE 的值 ，进而求得

CO
OE

的值 ．事实上 ，若将 △ BEC看成被直线 A D所截 ，

则由梅涅劳斯定理可直接得出结论 ，这正是这道
试题的平面几何背景 ．

5  结束语
“通性通法”中 ，“通性”是概念所反映的数学

基本性质 ，“通法”是概念所蕴含的思想方法 ．章建
跃博士认为 ，在解题教学中要使学生逐步养成从
基本概念 、基本原理及其联系性出发思考和解决
问题的习惯 ，要注重大巧若拙的通性通法 ，而不是
将学生的注意吸引到技巧上［５］

．本文探究了一种
求解多面体外接球半径的一般思路 ，力求“做一
题 ，会一类 ，通一片” ．在解题和教学的过程中 ，要
避免就题论题 ，要有从特殊到一般的探索意识 ，归
纳和总结问题的共性和特点 ，从而获得问题的通
法 ，提升能力并优化认知结构 ．
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  从向量维度去分析 ，本题首先可以选定一组

基向量 AB →，AC →，然后将 C ，O ，E 和 A ，O ，D 三点
共线转化为向量的共线 ，再利用共线向量定理进

行转化 ．也可以利用三点共线的一个重要模型 ，即

以 A E →，AC →为基向量 ，则 C ，O ，E三点共线的充要
条件是 AO →＝ λA E →＋ μAC →，其中 λ ＋ μ ＝ １ ，从而实

现解题目标 ．

从建系维度去分析 ，根据三角函数定义 ，应以

A 为原点 ，A B 为 x 轴 ，这样有利于写出各个点的

坐标 ，从而将向量问题转化为坐标的代数运算 ．

2  解法探究
（１）解法 1  （利用相似三角形性质）由题设 ，

得 A E ＝
１

２
，BE ＝

３

２
，取 CE的中点 F ，连结 DF ，则

DF ∥ BE ，且 DF ＝
１

２
BE ＝

３

４
．由 △ ODF ∽

△ OA E ，得
FO
EO ＝

DF
A E ＝

３

２
，于是

CO
OE ＝

CF ＋ FO
OE ＝

２ FO ＋ OE
OE ＝ ４ ．

解法 2  （利用梅涅劳斯定理）在 △ BEC中 ，

直线 A D与三边所在直线分别相较于 O ，A ，D ，得

CO
OE ·

EA
A B ·

BD
DC ＝ １ ．由条件得

EA
A B ＝

１

４
，
BD
DC ＝ １ ，故

CO
OE ＝ ４ ．

解法 3  （利用基向量法）由 C ，O ，E 三点共
线 ，可设 CO →＝ λCE →，即 CA →＋ AO →＝ λ（CA →＋ A E →） ，

得 AO →＝ （１ － λ）AC →＋ λx A B →＝ （１ － λ）AC →＋

λ

４
A B →．同理 ，可设 AO →＝ yA D →＝

y
２
（A B →＋ AC →） ．由

此得 １ － λ ＝
y
２

，
λ

４
＝
y
２

，解得 λ ＝
４

５
，y ＝

２

５
，所以

CO
OE ＝ ４ ．

解法 4  （利用重要模型 ） 设 AO →＝ tA D →，

因 A D →＝
１

２
（AB →＋ AC →） ，故 AO →＝

t
２
（A B →＋ AC →） ．

由 C ，O ，E 三点共线 ，可设 AO →＝ λA E →＋ （１ －

λ）AC →＝
λ

４
A B →＋ （１ － λ）AC →．由

λ

４
＝
t
２

，１ － λ ＝
t
２

，

得 λ ＝
４

５
，t ＝ ２

５
．于是 CO →＝ AO →－ AC →＝

１

５
A B →－

４

５
AC →，OE →＝ A E →－ AO →＝

１

４
A B →－ AO →＝

１

２０
AB →－

１

５
AC →，故 CO →＝ ４OE →，即

CO
OE ＝ ４ ．

 图 ２

解法 5  （建立坐标系法）

以 A 为坐标原点 ，AB 为 x 轴 ，

建立直角坐标系（图 ２） ．由三角

函数的定义得 C ５

２
，
１９

２
，

BC 的中点 D ９

４
，
１９

４
．设

O（x ０ ，y０ ） ，由 AO →∥ A D →，EO →∥ EC →，而 AO →＝

（x ０ ，y０ ） ，AD →＝
９

４
，
１９

４
，EO →＝ x０ －

１

２
，y０ ，

EC →＝ ２ ，
１９

２
，故

１９

４
x０ ＝ ９

４
y０ ，

１９

２
x０ －

１

２
＝

２y０ ，解得 x ０ ＝
９

１０
，y０ ＝

１９

１０
．设 CO →＝ λOE →，解得

λ ＝ ４ ，于是
CO
OE ＝ ４ ．

解法 6  （利用解析几何法）建系写坐标与解

法 ５类似 ，只是在求点的坐标时 ，由直线 A D ：y ＝

１９

９
x 及直线CE ：y ＝ １９

４
x －

１

２
，求得它们的

交点坐标 O ９

１０
，
１９

１０
，再利用距离公式 ，求得

CO
OE ＝ ４ ．

（２）解法 1  （与（１）中解法 １类似）由题意 ，

得 A E ＝ ２ x ，BE ＝ ２ － ２ x ，DF ＝ １ － x ．由 △ A OE

∽ △ DOF ，得
AO
DO ＝

２ x
１ － x ，故

AO
A D ＝

２ x
１ ＋ x ，于

是 AO →＝
２ x
x ＋ １

A D →＝
x

x ＋ １
（AB →＋ AC →） ， CE →＝

A E →－ AC →＝ x A B →－ AC →， 从而 AO →· CE →＝

x
x ＋ １

（AB →＋ AC →）· （xAB →－ AC →） ＝
x

x ＋ １
［xAB →

２
＋

（x － １）A B →· AC →－ AC →
２
］ ＝

９ x ２
－ １６ x

x ＋ １
．令 x ＋ １ ＝

t ，由 x ∈ ［０ ，１］ ，得 t ∈ ［１ ，２］ ．于是 AO →· CE →＝

９ t２ － ３４ t ＋ ２５

t ＝ ９ t ＋ ２５

t － ３４ ≥ ２ ９ t · ２５

t －

３４ ＝ － ４ ，当且仅当 ９ t ＝ ２５

t ，t ＝ ５

３
，即 x ＝

２

３

时 ，AO →· CE →的最小值为 － ４ ．

解法 2  （与 （１）中解法 ３ 类似）AO →· CE →＝

［（１ － λ）AC →＋ λx A B →］· （－ AC →＋ x A B →） ＝ １１λ －
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１１ ＋ ４λx ２
＋ ５ x （１ － ２λ） ．由（１）中解法３得１ － λ ＝

y
２

，λx ＝
y
２

， 解得 λ ＝
１

１ ＋ x ， 代入上式 ，

得 AO →· CE →＝
９ x ２

－ １６ x
x ＋ １

．设 f （x ） ＝ ９ x ２
－ １６ x

x ＋ １
，

x ∈ ［０ ，１］ ， 则 f'（x ） ＝
９ x ２

＋ １８ x － １６

（x ＋ １）
２ ＝

（３ x ＋ ８）（３ x － ２）

（x ＋ １）
２ ．令 f'（x ） ＝ ０ ，得 x ＝

２

３
，故当

x ∈ ０ ，
２

３
时 ，f'（x ） ＜ ０ ，f （x ）在 ０ ，

２

３
上单

调递减 ；当 x ∈
２

３
，１ 时 ，f'（x ） ＞ ０ ，f （x ）在

２

３
，１ 上单调递增 ，故当 x ＝

２

３
时 ，f （x ）有极小

值 ，也是最小值 ．由 f ２

３
＝ －４ ，得 AO →· CE →的最

小值为 － ４ ．

解法 3  （与 （１） 中解法 ４ 类似 ）AO →＝

t
２
（A B →＋ AC →） ＝

t
２ x A E →＋

t
２
AC →，由 C ，O ，E三点

共线 ，得
t

２ x ＋
t
２

＝ １ ，t ＝
２ x
x ＋ １

，于是 AO →＝

x
x ＋ １

（A B →＋ AC →） ，后面同上 ．

解法 4  （与 （１） 中的解法 ５ 、６ 类似 ） 设

O（x ０ ，y０ ） ，E（２ x ，０） ，则 AO →＝ （x ０ ，y０ ） ，A D →＝

９

４
，
１９

４
，EO →＝ （x ０ － ２ x ，y０ ） ，EC →＝

５

２
－ ２ x ，

１９

２
．由 AO →∥ A D →，EO →∥ EC →得

１９

４
x ０ ＝

９

４
y０ ，

１９

２
（x ０ － ２ x ） ＝ ５

２
－ ２ x y０ ，解

得 x ０ ＝
９ x

２ x ＋ ２
，y０ ＝

１９ x
２ x ＋ ２

（也可用解析几何求

交点的方法求得答案 ） ．于是求得 AO →· CE →＝

９ x ２
－ １６ x

x ＋ １
，后面同上 ．

3  解法评价
数学解题中 ，不同的思维视角对解题的长度 、

逻辑推理及数学运算产生较大影响 ，其中确立思

维的起点最为重要 ．以《平面向量》一章为例 ，通常

可以从几何法 、基向量法 、坐标法 、数量积等作为

思维的开启 ，在解题目标的驱使下作合理的选择 、

调整和实施 ．如本题若从图形上加以整体分析 ，则

利用平面几何知识 ，可使解题显得一气呵成 、简洁

明了 ，这对学生的直观想象素养提出了要求 ；若从

向量角度思考 ，则要选好基向量 ，并通过其线性运

算 ，结合向量的共线找到其中的内在联系 ，但由于

本题图形中涉及的点线较多 ，许多学生解题时产

生了“原地打转”的现象 ，思维缺乏进阶 ；若从坐标

法去分析思考 ，则关键要建立适当的坐标系 ，写出

相关点及向量的坐标 ，同时对数学运算的目的性 、

条理性及准确性提出了较高的要求 ．由此可见 ，只

有让学生形成大单元的视野 ，掌握主干知识结构

和体系 ，依据数学思想方法 ，才能自然地找到思维

的起点 ，并在思维导图的引领下 ，实现解题的目

标 ．从考试卷面上看 ，首先众多学生面对问题无所

适从 ，因而零分率超过 ６０％ ，说明在复习教学中 ，

学生的认知体系构建存在不足 ；其次是解题的目

标意识不强 ，在探寻结论与条件的关系时 ，找不到

中间转化的量（线段长 、向量或坐标） ，从而使思维

受挫 ；再次是逻辑推理 、数学运算 、直观想象等数

学素养有待进一步提高 ，尤其是利用坐标法求解

的学生 ，无论从坐标系的建立 ，还是运算的正确率

都有待加强 ．

4  走出解题困境

著名数学及教育家 G ·波利亚在《怎样解题》

一书中 ，将数学解题分为四个步骤 ，即审题联想 、

拟定计划 、实施解答和回顾反思 ．审题联想是从宏

观上要求解题者理解题意 ，弄清条件与结论 ，并产

生有效联想 ，从而找到解题目标 ，其中包括信息的

获取与检索 、题目与知识的关联性以及思维起点

的确立等 ；拟定计划是从中观上要求解题者在明

晰方向后 ，形成具有可操作性的解题步骤 ，即从条

件与结论的联系出发 ，运用数学思想方法作引领 ，

尽量将复杂的 、陌生的问题化归为简单的 、熟悉的

问题 ；实施解答是从微观层面上动手操作 ，要求解

题者利用数学知识和通性通法 ，进行有条理的推

理和演算 ，并在解题过程中加以监控 、调整和优

化 ；回顾反思则是指既要总结解题成功的经验 ，又

要反思解题失败的教训 ，并从认识论 、方法论 、价

值论的维度加以提炼 ，促进解题者理性思维的发

展 ，从而不断积累数学活动经验 ，提高“元认知”能

力 ．以这道模拟考题为例 ，如果我们从这一解题理

论去指导学生分析和解决问题 ，那么对学生构建

《平面向量》一章的认知结构 、优化思维品质 、提升

关键能力 ，都会起到积极的引领作用 ．
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