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  摘  要 ：通过同构 、放缩 、极值点偏移等方法构造函数解决有关高考试题 ．
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  函数是高中数学的重要内容 ，近几年间构造函

数法在高考试题中屡次出现 ．本文介绍几种构造函

数的方法来解决高考数学试题 ．

1  用同构法构造函数
1 ．1  简单的函数构造

例 1  （２０２１ 年扬州一模 ）已知 α ∈ [０ ，π] ，

β ∈ －
π

４
，
π

４
，λ ∈ R ，且 α

３

－ cos α － λ ＝ ０ ，

π

２
－ ２β

３

－ ２sin βcos β － λ ＝ ０ ，若 cos α ＝
４

５
，则

tan β的值为（  ） ．

A ．
１

２
   B ．

１

３
   C ．３    D ．３

解析  依题意得
π

２
－ ２β

３

－ cos π

２
－ ２β －

λ ＝ ０ ，故可构造函数 f （x ）＝ x ３

－ cos x － λ ，x ∈ [０ ，

π] ，再利用导数及单调性解决 ．

点评  通过观察 ，这两个方程相似 ，所以只需

结合三角公式将第二个方程进行适当的变形 ，便可

得出与第一个方程相同的形式 ，再构造函数 ．

例 2  （２０２１年南通一模）若 aln a ＞ bln b ＞

cln c ＝ １ ，则下列关系正确的是（  ） ．

A ．eb＋ c ln a ＞ ec＋ a ln b ＞ ea＋ b ln c
B ．ec＋ a ln b ＞ eb＋ c ln a ＞ ea＋ b ln c
C ．ea＋ b ln c ＞ ec＋ a ln b ＞ eb＋ c ln a
D ．ea＋ b ln c ＞ eb＋ c ln a ＞ ec＋ a ln b
解析  由于选项形式较复杂 ，很难直接入手 ，

故在不等式的两边同除以 ea＋ b＋ c
，将选项统一成比较

ln a
ea ，
ln b
eb ，
ln c
ec 的大小 ．再构造函数 f （t） ＝ ln t

et 以及
g（x ） ＝ x ln x 来解决问题 ．

1 ．2  对称法构造函数

例 3  （２０１９年郑州三模）已知 f （x ）在 R上存
在导函数 f′（x ） ，对任意 x ∈ R ，有 f （x ） － f （－ x） ＝

x ３
，在（０ ，＋ ∞ ）上有 ２ f′（x ） － ３ x ２

＞ ０ ，若 f （m －

２） － f （m） ≥ － ３m２

＋ ６m － ４ ，则实数 m的取值范围
是（  ） ．

A ．[－ １ ，１]  B ．（－ ∞ ，１]

C ．[１ ，＋ ∞ ）   D ．（－ ∞ ，－ １] ∪ [１ ，＋ ∞ ）

解析  构造函数 g（x ） ＝ f （x ） －
１

２
x ３

，原不等

式等价于 g（m － ２） － g（m） － ３m２

＋ ６m － ４ ≥

－ ３m２

＋ ６m － ４ ，即 g（m － ２） ≥ g（m） ，可得 m ∈

（－ ∞ ，１] ．

点评  本题的构造需要具备一定的直觉思维 ，

从原函数形式入手 ，结合 f （x ） － f （－ x ） ＝ x ３ 的变

形 f （x ） －
１

２
x ３

＝ f （－ x ） ＋ １

２
x ３

，使其左右产生对

称形式 ，从而构造新函数 ．

1 ．3  ex 与 ln x型同构式构造函数
此类同构式常用形式有 x ex 和 x ln x ，即 x ex ＝

eln x ex ，x ln x ＝ （ln x ）eln x
；还有 x ＋ ex 和 x ＋ ln x ，

即 x ＋ ex ＝ eln x
＋ ex ，x ＋ ln x ＝ eln x

＋ ln x ．

例 4  （２０２１年苏州４月联考）已知 f （x ）＝ ekx －

２ ·
ln x
kx ＋ １（k ≠ ０） ，g（x ） ＝ x ln x ，若 k f （x ） ≥

２g（x） ，对任意 x ∈ （０ ，＋ ∞ ）恒成立 ，则 k的范围为（ ） ．

A ．[１ ，＋ ∞ ）     B ．[e ，＋ ∞ ）

C ．
１

e ，＋ ∞ D ．
２

e ，＋ ∞

解析  依题意 kekx － ２ ·
ln x
x ＋ k ≥ ２ x ·

ln x ⇔ kx ekx ＋ kx ≥ （ln x ２
）eln x ２

＋ ln x ２
，于是构造

同构函数 g（t） ＝ tet ＋ t ，由对称式 g（kx） ＞ g（ln x２
）

可得 x ∈
２

e ，＋ ∞ ．

例 5  （２０２０年新高考全国 Ⅰ 卷）已知函数

f （x ） ＝ aex －１

－ ln x ＋ ln a ．

（１）略 ；（２）若 f （x ） ≥ １ ，求 a的取值范围 ．
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解析  由 aex －１

－ ln x ＋ ln a ≥ １ ⇔ eln a＋ x －１

＋

ln a ＋ x － １ ≥ x ＋ ln x ，可以构造同构函数 g（t） ＝

t ＋ ln t ，有 eln a＋ x －１

≥ x ⇒ a ≥
x
ex －１ ，故 a ≥ １ ．

点评  同构式函数其实是复合函数的另一种

改写方式 ，只要复合函数能解决的问题 ，同构式基本

可随之解决 ．近几年高考中的一些不等式恒成立求

参数范围问题 、零点存在问题及不等式证明中 ，用同

构式的方法屡次出现 ．

以上构造函数的方法主要可通过因式分解 、移

项 、通分 、除以同因式 、两边取对数等手段 ，将方程或

不等式“改头换面” ，使其变成结构相同的方程或不

等式 ，亦或是复合函数形式等 ，进而构造出较易解决

的新函数 ．这就要求学生善于观察题设中的函数形

式 ，挖掘其本质 ，并熟悉常见的函数形式 ，抽丝剥茧 ，

系统分析 ．

2  用放缩法构造函数
在高中压轴题中 ，不等式的证明或者参数范围

的求解往往蕴含较复杂的形式 ，需要利用不等式的

传递性 ，将原有形式进行放大或缩小 ，进而简化求解

过程 ．高中阶段最常用的有三种放缩 ，其原理都是利

用曲线的切线 ，将指数 、对数 、三角函数放缩成一次

函数形式 ．

2 ．1  基于指数放缩 ex
≥ x ＋ 1构造函数

例 6  （２０２１年苏州期初调研）已知函数 f （x ） ＝
x eax － ln x ，其中 a ＞ ０ ．

（１）略 ；（２）对于给定的常数 a ，若 f （x ） ≥ bx ＋

１对 x ∈ （０ ，＋ ∞ ）恒成立 ，求证 ：b ≤ a ．

解析  （２）设 u（t） ＝ et － t － １ ，易得 et ≥ t ＋ １ ．

依题意 b ≤ eax －
ln x
x －

１

x 对 x ∈ （０ ，＋ ∞ ）恒成立 ，

设 g（x ） ＝
x eax － ln x － １

x ， 则 g（x ） ≥

ax ＋ ln x ＋ １ － ln x － １

x ＝ a ，当 ax ＋ ln x ＝ ０时取

“＝” ．又存在 x ０ ∈ （e－ a
，１） ，使得 φ（x ０ ） ＝ ０ ，即 ax ０ ＋

ln x ０ ＝ ０有唯一解 x ０ ∈ （e－ a
，１） ，得证 ．

点评  本题函数结构较复杂 ，所以先“同构” ，

使得变量统一成 ax ＋ ln x这一整体 ，再立足于指数

放缩式 ex ≥ x ＋ １ ，得到 eax ＋ ln x
≥ ax ＋ ln x ＋ １ ，最

终达到消除变量的目的 ．

2 ．2  基于对数放缩 x － 1 ≥ ln x构造函数
例 7  （２０２１年南京一模）设函数 f （x ） ＝ ax ＋

e－ x
（a ＞ １） ．

（１）求证 ：f （x ）有极值点 ；

（２）设 f （x ）的极值点为 x ０ ，若对任意正整数 a
都有 x ０ ∈ （m ，n） ，其中 m ，n ∈ Z ，求 n － m 的最
小值 ．

解析  （１）当 x ＝ log ae １

ln a时 ，函数 f （x ）有

极值 ．

（２）由 （１）知 x ０ ＝ log ae １

ln a ＝ －
ln（ln a）
ln a ＋ １

．令

ln a ＝ k ．易证 ln k ≤ k － １ ，所以 x ０ ＝ －
ln k
k ＋ １

≥

－
k － １

k ＋ １
＞ － １ ．又当 k ≥ ln ３时 ，x ０ ＝ －

ln k
k ＋ １

＜ ０ ．

又
１

ln ２ ＜ e ，当 k ＝ ln ２时 ，x ０ ＝ －
ln（ln ２）
ln ２ ＋ １

＞ ０ ，x ０ ＝

ln（ln ２）－１

ln ２ ＋ １
＜
ln e
ln ２ ＋ １

＜ １ ，故 x ０ ∈ （－ １ ，１）恒成立 ，

且存在 a ＝ ２ ，使 x ０ ∈ （０ ，１） ，存在 a ＝ ３ ，使 x ０ ∈ （－

１ ，０） ，（n － m）min ＝ ２ ．

点评  本题中涵盖除变量 x 外的某些参数 ，受

其结构和参数的影响 ，其处理步骤无法顺利进行 ，所

以采用对数放缩 x － １ ≥ ln x ，简化求解过程 ．

2 ．3  基于三角放缩 sin x ≤ x ≤ tan x构造函数
例 8  （２０２１ 年八省联考）已知函数 g（x ） ＝

ex ＋ sin x ＋ cos x ．

（１）略 ；（２）若 g（x ） ≥ ２ ＋ ax ，求 a ．

解析  （２）当 x ＝ ０时 ，成立 ．当 x ＞ ０时 ，a ≤

ex ＋ sin x ＋ cos x － ２

x ，由 φ（x ） ＝ x － sin x （x ＞

０）易证 sin x ＜ x ，则 a ≤
ex ＋ sin x ＋ cos x － ２

x ＜

ex ＋ x ＋ １ － ２

x ＝
ex － １

x ＋ １ ．又由指数放缩 ex ＞ x ＋

１（x ＞ ０）得 ex － １ ＞ x ，所以 a ≤ ２ ．

当 x ＜ ０时 ，同理可得 a ≥ ２ ，故 a ＝ ２ ．

点评  本题将三角放缩和指数放缩完美结合 ，

化曲为直 ，使放缩这一构造函数的方法在导数不等

式的求解中大放异彩 ．

3  极值点偏移条件下的函数构造
在“极值点偏移” 条件下构造函数 ，一般用于

f （x ）是连续函数 ，在（x １ ，x ２ ）上有唯一极值点 x ０ ，

且在 f （x １ ） ＝ f （x ２ ）成立的前提下 ，x １ ，x ２ 与极值

点 x ０ 之间不等关系的证明 ．处理这类问题主要有以

下两种方法 ．

3 ．1  主元对称化构造函数
例 9  （２０２１年新高考卷）已知 f （x ） ＝ x （１ －

ln x ） ．

·７７·２０２２年第 ７期            中学数学月刊                


