
一次提升“四能”的探究之旅
———从一道三角不等式的教学谈起 *
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  摘  要 ：本文围绕教学过程中如何提升“四能” ，对一个三角不等式进行多角度思考 ，探讨其证法 ，并对其

结论进行相关拓展 ，最后对新课程理念下数学学习的方法作了几点思考 ．
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  在高中数学教学中 ，教师有意识地引导学生

进行思考 ，从数学角度发现和提出问题 、分析和解

决问题 ，不仅是新课程标准的要求 ，也能高效地提

高学生自主学习的能力 ．本文从一个正弦定理推

证过程中得到的三角不等式入手 ，探讨如何在解

题教学中提升学生的“四能” ．

1  发现问题 ，提出问题

在三角形中 ，有正弦定理
a
sin A ＝

b
sin B ＝

c
sin C ＝ ２R ，其中在证明“＝ ２R”的过程中 ，文［１］

得到了如下的三角不等式 １ ＜ cos A ＋ cos B ＋

cos C ＜
π

２
① ．那么不等式 ① 如何证明呢 ？

2  分析问题 ，问题解决
不等式 ① 的左边看起来比较正常 ，但右边就

让人难以接受 ．看到 π ，联想到几何意义 ，所以从

圆入手也算自然 ；① 式是代数式 ，理应有代数证

法 ，那么作为三角函数式 ，可以从三角变换角度去

解决 ；同时 ，从式子的结构出发 ，可以看成是余弦

函数相关问题 ，所以从函数角度分析应该也能解

决问题 ．

2 ．1  几何证法
在图 １中 ，圆 O是 △ A BC的外接圆 ．下面分

△ A BC是锐角三角形 、直角三角形和钝角三角形

三种情形证明 ．

证明  （１）当 △ A BC 是锐角三角形时 ，如

图 ２ ，连结 BO ，AO并延长分别交圆 O于点 E ，F ，

再连结 BF ，FC ，CE ，EA ，则 BF ＝ ２Rcos C ，FC ＝

２Rcos B ，BD ＝ ２Rcos A ．

图 １           图 ２

在四边形 CDBF 中 ，显然有 CD ＜ DB ＋

BF ＋ FC ＜ 半圆弧 ，即 ２R ＜ ２Rcos A ＋

２Rcos B ＋ ２Rcos C ＜ πR ，故１ ＜ cos A ＋ cos B ＋

cos C ＜
π

２
．

（２）当 △ ABC是直角三角形时 ，不妨设 C ＝

９０° ，此时 A ＋ B ＝
π

２
，cos C ＝ ０ ，从而 cos A ＋

cos B ＋ cos C ＝ sin A ＋ cos A ＝ ２ sin A ＋
π

４
，

A ∈ ０ ，
π

２
，即１ ＜ sin A ＋ cos A ＜ ２ ＜

π

２
，故

１ ＜ cos A ＋ cos B ＋ cos C ＜
π

２
．

（３）当 △ A BC是钝角三角形时 ，不妨设 C ＞

９０° ，此时可将图 ２中的点 D 与点 C 对换 ，转化为

情形（１） ，得证 ．

几何证法直观 、好理解 ，但不容易想到 ．我们

再尝试用代数证法 ．

2 ．2  代数证法
先证 cos A ＋ cos B ＋ cos C ＞ １ ② ．

因为 cos A ＋ cos B ＋ cos C
＝ ２cos A ＋ B

２
cos A － B

２
－ cos（A ＋ B）
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＝ ２cos A ＋ B
２
cos A － B

２
－ ２cos２ A ＋ B

２
＋ １

＝ ２cos A ＋ B
２

cos A － B
２

－ cos A ＋ B
２

＋ １

＝ ４cos A ＋ B
２
sin A

２
sin B

２
＋ １

＝ ４sin A
２
sin B

２
sin C

２
＋ １ ，

即cos A ＋ cos B ＋ cos C ＝ ４sin A
２
sin B

２
sin C

２
＋

１ ③ ．

又 A ，B ，C ∈ （０ ，π） ，故 sin A
２

，sin B
２

，sin C
２

均大于 ０ ，因此 cos A ＋ cos B ＋ cos C ＞ １ ．

再证 cos A ＋ cos B ＋ cos C ＜
π

２
④ ．

为了证 ④ 式 ，先证下式 ：

sin２ A
２
＋ sin２ B

２
＋ sin２ C

２
＋ ２sin A

２
sin B

２
sin C

２
＝

１ ⑤ ．

sin２ A
２
＋ sin２ B

２
＋ sin２ C

２
＋ ２sin A

２
sin B

２
sin C

２
＝

sin A
２
sin A

２
＋ ２sin B

２
sin C

２
＋ sin２ B

２
＋ sin２ C

２
＝

sin A
２
cos B ＋ C

２
＋ ２sin B

２
sin C

２
＋
１ － cos B

２
＋

１ － cos C
２

＝ sin A
２
cos B

２
cos C

２
＋ sin B

２
sin C

２
＋

１ －
１

２
（cos B ＋ cos C） ＝ cos B ＋ C

２
cos B － C

２
＋

１ － cos B ＋ C
２
cos B － C

２
＝ １ ．

另一方面 ，在 ⑤ 式中 ，有如下变形 ：

１ ＝ sin２ A
２

＋ sin２ B
２

＋ sin２ C
２

＋

２sin A
２
sin B

２
sin C

２
≥ ３

３

sin２ A
２
sin２ B

２
sin２ C

２
＋

２sin A
２
sin B

２
sin C

２
，令

３

sin A
２
sin B

２
sin C

２
＝ t ，则

上式即为 ２ t３ ＋ ３ t２ － １ ≤ ０ ⇒ （t ＋ １）
２
（２ t － １） ≤

０ ．因为 t ＞ ０ ，所以 ０ ＜ t ≤
１

２
，从而 ０ ＜

sin A
２
sin B

２
sin C

２
≤

１

８
．

将此式代入 ③ 式 ，得 cosA ＋ cosB ＋ cosC ≤

４ ×
１

８
＋ １ ＝

３

２
＜

π

２
，即 ④ 式得证 ．

由 ② ④ 可得 ① 式得证 ．

由此还可以顺带得 ① 式的加强式 ：

１ ＜ cos A ＋ cos B ＋ cos C ≤
３

２
⑥ ．

2 ．3  琴生不等式证法
下面用琴生不等式证明 cos A ＋ cos B ＋

cos C ≤
３

２
．

琴生不等式（Jensen Inequality） ：

函数 f （x ）是定义在开区间（a ，b）上的凸函
数 ．设 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn是 n个正实数 ，且 λ１ ＋ λ２ ＋ ⋯ ＋

λn ＝ １ ，x １ ，x ２ ，⋯ ，x n 是开区间（a ，b）上任意 n个
点 ，则下面不等式成立 ：f （λ１ x １ ＋ λ２ x ２ ＋ ⋯ ＋

λn x n ） ≥ λ１ f （x １ ） ＋ λ２ f （x ２ ） ＋ ⋯ ＋ λn f （x n ） ．这

个不等式称为琴生不等式 ．（注意 ：对于凹函数（下

凸函数） ，上式中的“ ≥ ”变为“ ≤ ”）

当 △ A BC 是锐角或直角三角形时 ，函数

f （x ） ＝ cos x 在 ０ ，
π

２
上是 凸函数 ， 则

f （A ） ＋ f （B） ＋ f （C）
３

≤ f A ＋ B ＋ C
３

，即

cos A ＋ cos B ＋ cos C
３

≤ cos A ＋ B ＋ C
３

＝

cos π

３
＝

１

２
，故 １ ＜ cos A ＋ cos B ＋ cos C ≤

３

２
．

当 △ ABC是钝角三角形时 ，不妨设 C ＞ ９０° ，

则 A ，B ∈ ０ ，
π

２
． 利 用 琴 生 不 等 式 得

f （A ） ＋ f （B）
２

≤ f A ＋ B
２

，即 cos A ＋ cos B ≤

２cos A ＋ B
２

，故 cos A ＋ cos B ＋ cos C ≤

２cos A ＋ B
２

＋ cos C ＝ ２sin C
２

＋ １ － ２sin２ C
２

＝

－ ２ sin C
２

－
１

２

２

＋
３

２
≤

３

２
．

3  再次提出问题
一个问题从提出到解决 ，并不是思维过程的

结束 ，而往往是新问题的开始 ．① 式是针对余弦

函数而言的 ，那么对于正弦函数 、正切函数 ，相应

的结论是什么 ？又如何证明 ？

3 ．1  与正弦函数有关的不等式
经过探讨分析得到

·３４·２０２２年第 ４期            中学数学月刊                



０ ＜ sin A ＋ sin B ＋ sin C ≤
３ ３

２
⑦ ．

分析  一方面 ，不等式 sin A ＋ sin B ＋

sin C ＞ ０显然成立 ；另一方面 ，由于正弦函数在

（０ ，π）上是凸函数 ，所以由琴生不等式容易得到

sin A ＋ sin B ＋ sin C ≤ ３sin A ＋ B ＋ C
３

＝

３sin π

３
＝
３ ３

２
，从而 ⑦ 式成立 ．（注 ：其他证法请

读者自行思考）

3 ．2  与正切函数有关的不等式
当 △ ABC是锐角三角形时 ，

tan A ＋ tan B ＋ tan C ≥ ３ ３ ⑧ ．

分析  显然 △ A BC是直角三角形时 ，正切

没有意义 ；由于 A ＝ B ＝ ３０° ，C ＝ １２０°时 ，tan A ＋

tan B ＋ tan C ＝ －
３

３
，所以当 △ ABC是钝角三角

形时 ，亦不成立 ．

证法 1  （琴生不等式）当 △ ABC 是锐角三

角形时 ，f （x ） ＝ tan x 在 ０ ，
π

２
上是凹函数 ，所

以有 tan A ＋ tan B ＋ tan C ≥ ３tan A ＋ B ＋ C
３

＝

３tan π

３
＝ ３ ３ ．

证法 2  （琴生不等式 ＋ 函数法）由琴生不等

式 ，易得 tan A ＋ tan B ≥ ２tan A ＋ B
２

，故 tan A ＋

tan B ＋ tan C ≥ ２tan A ＋ B
２

＋ tan C ＝

２

tan C
２

＋

２tan C
２

１ － tan２ C
２

．

设 t ＝ tan C
２

，则上式右边 ＝
２

t ＋
２ t

１ － t２ ＝

２

t（１ － t２ ）（t ＞ ０） ．

令 f （t） ＝ t（１ － t２ ） ，则 f′（t） ＝ － ３ t２ ＋ １ ，故

f （t）max ＝ f ３

３
＝

３

３
１ －

１

３
＝

２ ３

９
．从而

tan A ＋ tan B ＋ tan C ≥
２

２ ３

９

＝ ３ ３ ．

综上所述 ，tan A ＋ tan B ＋ tan C ≥ ３ ３ ．

证法 3  （基本不等式法）因为在 △ A BC中 ，

有 tan A ＋ tan B ＋ tan C ＝ tan A · tan B · tan C ，

当 △ ABC为锐角三角形时 ，tan A ＞ ０ ，tan B ＞

０ ，tan C ＞ ０ ，所以由基本不等式得 tan A ＋ tan B ＋

tan C＝ tan A·tan B·tan C ≥ ３
３ tan A · tan B· tan C ，

从而 tan A · tan B · tan C ≥ ３ ３ ，即 tan A ＋

tan B ＋ tan C ≥ ３ ３ ．

4  几点感悟
在学习数学的过程中 ，发现问题往往比证明

结论更重要 ．《普通高中数学课程标准 （２０１７ 年

版）》提出了“四能”
［２］

，因此教师需要适时 、适度地

引导学生发现 、提出一些数学问题 ，进而分析和解

决问题 ，促进学生数学水平的提高 ．

（１）引导学生学会提出问题的方法应成为教

学中的一个重要内容 ．本文由余弦函数的一个优

美的不等关系 ，运用合情推理的方法拓展到了与

正弦和正切函数相关的性质 ．如何引导学生学会

提出问题 ，也许比帮助学生解决问题更有意义 ．

（２）对一个问题的解决进行多角度思考是数

学探究的基本思路 ．文中对不等式 ①的证法进行了

多角度的思考 ，得到了很好的思维体验 ．这意味着

教师在教学过程中如何进行多角度的思考 ，以及如

何引导学生多角度思考是值得探索的一个课题 ．

（３）要在解决问题的过程中进行逻辑推理等

核心素养的培养 ．本文在探讨的过程中 ，包含了很

多较深刻的分析与推理 ，使得学生在过程中学习 ，

在过程中提高 ．

（４）探究无止境 ．文中通过探究得到了八个关

系式 ，它们的应用又可作为新的探讨课题 ．

在这一探讨的旅程中 ，学生得到了很好的思

维能力的训练 ，以及分析问题和解决问题的能力

训练 ，体会到数学的严谨美 、和谐美 ，提高了学习

数学的兴趣 ．这不正是新课程理念所要求的吗 ？
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