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现在把问题进一步转化为点 P 是弧OB 上的一
动点，如何求线段CP 的值？ 

3.2.3 溯源模型，破障碍 
如何解决这个思维障碍？再次追本溯源，发现

点 P 在以O′为圆心，OO′ 为半径圆上的运动，点C 为
圆O′外一点，这就是圆中最值基本模型“圆外一点与
圆上一点的距离最值问题”． 

如图 4，点 P 为弧OB上一动点，连接CO′，
交弧OB于点 P ，这时CP 取最小值．过点O′作O L′ ⊥  
AC ，垂足为点 L，连接 AO′ ， AOO′∆ 是等边三角
形， OO OC′∴ = ， 30O CL′∴∠ = ， 2CO O L′ ′= ．又OO′  

4= ， 2 3O L′∴ = ， 4 3CO′∴ = ， CP CO O P′ ′∴ = −  
4 3 4= − ，∴点 P 在圆O′的弧OB上运动时，CP 的

最小值为 4 3 4− ，所以 PMNL∆ 取得最小值 3 3PC = ⋅  
(4 3 4) 12 4 3− = − ． 

 
图 4 

4 教学反思 
4.1 追本溯源，突出模型 

数学建模思想是一项重要的数学核心素养，帮
助学生建立数学模型并用模型去解决实际问题是教
学的重要目标．初中几何问题中蕴含丰富的模型，
比如“将军饮马”、“一线三等角”等．几何模型的教学
是培养学生数学直观素养，树立学生建模意识的重
要途径．在总结、提炼、运用模型同时，要引导学
生弄清模型所蕴含的知识本源和数学思想方法． 

4.2 挖掘思想，提升素养 
教学中中考压轴题，情境复杂，综合性强，对

学生分析问题、解决问题的能力要求较高，涉及到
数学思想、方法多．在教学中，教师要有意识总结
提炼数学思想和方法．在本题的教学中要以问题为
导向，突出模型、转化、运动变化等思想．如在问
题的解决中将 P 点化动为静，动静结合，化曲为直
求周长以及将 P P′ ′′的长转化CP ，最终将问题转化为
模型去解决，从而实现所求目标，整个过程突出转
化思想、模型思想，通过不断总结、提炼、运用数
学思想，展开学生的思维，在课堂教学中落实和发
展学生数学建模、几何直观和逻辑推理等核心素养． 
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精心研究高考试题  精准把脉复习方向 
——以一节高三数列复习课为例 

 
李  刚    江苏省木渎高级中学（215101） 

 
《普通高中数学课程标准（2017 年版）》强调“四

基”（即基础知识、基本技能、基本思想、基本活动
经验）和“四能”（即从数学角度发现和提出问题的能
力、分析和解决问题的能力）．通过高三数学复习提
高学生的数学核心素养，教师要精选例题，合理变
式，适度拓展，深入探究，高考题是教师选择典题
的很好素材．但是如果直接将高考题，特别是高考
压轴题作为例题，有时给学生一种“高处不胜寒”的感
觉．这需要教师在备课中采用一题式教学，寻找本
源，拾级而上，让学生围绕载有数学核心知识的压
轴题，学会思考，学会从不知开始，一步一步地达
到问题的核心，直至最终的问题解决[1]． 

笔者最近应邀参加了所在学校“美妙课堂”的教
学展示活动并开设了一节数列公开课，课题是《数
列的综合应用》．由于是一节一轮复习中综合性较强
的复习课，课题给得比较广，所以笔者尝试通过选
择高考数列压轴题作为备课模型，对试题庖丁解牛，
以《对等差数列、等比数列通项公式的再探究》为
题，通过设问层层深入，不断引导学生探究数学问
题的本质和内涵，让学生通过所学知识站在一个新
的高度思考问题，收到了比较好的效果，现整理成
文，不妥之处，敬请同行批评指正． 

1 试题再现 
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题目 （2019 年高考江苏卷·20）定义首项为 1
且公比为正数的等比数列为“ M −数列”． 

（1）已知等比数列 * ){ }(n na ∈ N 满足： 2 4 5a a a= ，

3 2 44 4 0a a a− + = ，求证：数列{ }na  为“ M −数列”； 

（2）已知数列{ }nb 满足： 1 1b = ，
1

1 2 2

n n nS b b +

= − ，

其中 nS 为数列{ }nb 的前 n 项和． 

①求数列{ }nb 的通项公式； 
②设m为正整数，若存在“ M −数列” * ){ }(n nc ∈ N ，

对任意正整数 k ，当 k m≤ 时，都有 1k k kc b c +≤ ≤ 成立，
求m的最大值． 

本题是 2019 年江苏高考解答题的最后一题，从
考查能力方面看，本题重点考查学生的抽象能力、
逻辑推理能力和数学探究能力，是《考试说明》中
强调的“以能力立意，强化对数学学科核心素养的考
查”；从考查知识点方面，主要考查数列基本量的运
算，由 nS 求通项，数列中的恒成立问题；从考查思
想方法方面，主要考查函数与方程、数形结合以及
等价转化思想．可以说，作为试卷的最后题，本题
具有很好的区分度．笔者在备课中，就选取了第 2
问的第 2 小问为背景，寻根溯源，层层深入． 

2 教学设计 
2.1 回归课本，探寻本源 
课本中对概念、公式的推导，例习题的选择有

很大的教育功能，对学生理解知识、培养数学素养
和提高解题能力具有潜在的价值．但是有些教师在
高三复习中按照一本教辅讲到底，忽视教材中蕴含
的丰富的试题背景及思想方法． 

比对上述试题的第 2 问，其考查数列的内涵是
非常丰富的，如果学生在平时的学习中只懂得做题，
不深入理解概念的内涵的话，在考试中处理起来还
是比较棘手的． 

笔者在处理这一问题时，首先给出了如下引例： 
引例 我们知道，等差数列{ }na 的通项 na dn= +  

1( )a d− ，等比数列{ }nb 的通项 1 n
n

bb q
q

= ． 

（1）在正项等差数列{ }na 和正项等比数列{ }nb
中，若 1 1a b= ， 3 3 1 3( )a b a a= ≠ ，则 2a       2b ， 5a  
        5b ．（填“ > ”或“ < ”） 

（2）已知 na n= ， 2n
nb a= ⋅ ． 

① 若 n na b≤ 对任意正整数 n 恒成立，则实数 a

的取值范围是         ； 

② 当 1
8

a = 时，设m为正整数．若对任意正整数

k ，当 k m≤ 时，都有 k ka b≥ 成立，则m的最大值是 
         ． 

设计意图 在苏教版教材中，通过 39P 例3和 53P 例
3，回顾等差数列与等比数列的通项公式，让学生直
观感知通项公式在平面直角坐标系中对应的函数的
图象（如图 1），进而解决引例设置的两个问题． 

 
图 1 

对于问题（1），根据条件可以知道 0d > ， 1q > ，
所以在同一坐标系内作出图象 2，利用数形结合思
想，通过比较两个函数的图象，直观感知即得 2 2a b> ，

5 5a b< ． 
对于问题（2）中的第 1 小问，因为 n na b≤ 对任

意正整数 n恒成立，首先取 1n = 可得 1
2

a ≥ ，由于图

象是离散的点，所以通过验证发现当 1
2

a ≥ 时， n na b≤

对大于等于 2 的正整数 n均成立，所以 1
2

a ≥ ．当然，

也可以选择参变分离得
2n

na ≥ ，通过研究 ( )
2n

nf n =

的单调性可得 1
2

a ≥ ． 

   
      图 2           图 3 

对于问题（2）中的第 2 小问，当 1
8

a = 时，

32n
nb −= ，是将 2ny = 向右平移 3 个单位得到，所以
作出 na n= 与 -32n

nb = 的图象（如图 3），可以得到m

的最大值是 5．当然，也可以通过构造 3( )
2n

nf n −= ，

利用单调性，通过解不等式 ( ) 1f n ≥ 得到 n 的最大值
是 5，即所求m的最大值是 5． 

综上可知，对于处理数列中的一类不等式恒成
立或者有解问题，可以通过构造数列的单调性求解，
如果涉及到的数列是等差或者等比数列通项的时

1
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候，可以通过作出它们的图象，利用数形结合，直
观感知其结果，创造想法，最后验证猜想的结果． 

2.2 典例示范，返璞归真 

例题 已知数列{ }na 满足
2

1

2n
n naS +

= ，数列{ }nb

满足 ( 1) 1 ( 0)n nq T qb q q− = − ∈  >R， ，其中 nS ， nT 分别
为数列{ }na ，{ }nb 的前 n项和． 

（1）求 na ， nb ； 
（2）若对任意正整数 n都有 1n na b +≤ 成立，求 q

的取值范围． 
设计意图 通过第（1）问，由和求项可得 na n= ，

1n
nb q −= ，所以 nn q≤ 对任意正整数 n 都成立．有了
引例作为例题的铺垫，学生在处理第（2）问时想法
百花齐放，通过图象分别取 1 2 3 4n =     ，，，， ，得 1q ≥ ，

2q ≥ ， 3 3q ≥ ， 4 4 2q ≥ = ，，取
1

[ )
n

k

k

q k
=

≥  + ∞


， ，

比较得到 3 3q ≥ ． 
当然作为解答题，从规范角度来说，通过图象

感知结果，但是不大好书写．可以通过两边同时取

对数，构造 lnln nq
n

≥ ．令 ln( ) ( 1)xf x x
x

= ≥ ，通过求

导得 ln( ) xf x
x

= 在 (1 e) ， 上单调递增，在 (e ) + ∞， 上单

调递减，所以 max
1( ) (e)
e

f x f= = ．因为 n ∗∈ N ，所以

{ }max
ln 3( ) max (2) (3) (3)
3

f n f f f=  = =， ，进而 3 3q ≥ ． 

对于本例，学生如果对不等式 nn q≤ 直接求解处
理，从图象角度观察很容易得到答案，难点是不容
易书写．若从分离变量的角度分析，学生思考的难
点是没办法直接分离． 

其实指数问题对数化是一种解题方法，通过对

不等式两边同时取对数，得到不等式 lnln nq
n

≥ ，进

而通过求最值求出 3 3q ≥ ． 
通过研究所得等差、等比数列通项公式的图象

特征，可以观察图象猜想结果，同时可以通过构造
数列的单调性规范求得结果． 

2.3 变式探究，拓展提升 
通过引例及例题的探究和解答，学生应该熟悉

了处理这一类问题的基本方法，在此基础上，乘胜
追击，通过后面两个变式探究，进一步巩固学生对

这类问题的处理意识． 
探究 1 若对任意正整数 n都有 n na b≤ 成立，求 q

的取值范围． 
设计意图 从图象角度分析，将 ny q= 的图象向

右平移一个单位后得到 1ny q −= 的图象，然后取 2n =

得到 2q ≥ ．另外可以将不等式 1nn q −≤ 两边同时取对
数，方法如例题．探究 1 是对例题讲解过后的直接
演练．同时也为探究 2 提供方法铺垫． 

探究 2 设m为正整数．若对任意正整数 k ，当
k m≤ 时，都有 1k k kb a b +≤ ≤ 成立，求m的最大值． 

设计意图 探究2实际就是2019江苏高考20题的
最后一问，综合性较强．有了引例、例题及其探究1
作铺垫，学生处理探究2的想法水到渠成．官方给出
的答案如下： 

法1 因为 1k k kb a b +≤ ≤ ， 
所以 1k kq k q− ≤ ≤ ，其中 1 2 3k m=     ，，， ， ． 
当 1k = 时，有 1q ≥ ； 

当 2 3k m=    ，， ， 时，有 ln lnln
1

k kq
k k

≤ ≤
−

． 

设 ln( ) ( 1)xf x x
x

= > ， 

则 2

1 ln( ) xf ' x
x

−
= ． 

令 ( ) 0f ' x = ，得 ex = ． 
列表如下： 

x (1 e) ，  e (e ) + ∞，  
( )f ' x  + 0 – 

( )f x  


 极大值 


 

因为 ln 2 ln8 ln 9 ln 3
2 6 6 3

= < = ， 

所以 max
ln 3( ) (3)
3

f k f= = ． 

取 3 3q = ，当 1 2 3 4 5k =     ，，，，时， 
ln lnk q
k

≤ ，即 kk q≤ ， 

经检验知 1kq k− ≤ 也成立． 
因此所求m的最大值不小于5． 
若 6m ≥ ，分别取 3 6k =  ，， 
得 33 q≤ ，且 5 6q ≤ ， 
从而 15 243q ≥ ，且 15 216q ≤ ， 
所以 q不存在．因此所求m的最大值小于6． 
综上，所求m的最大值为5． 
除了命题组提供的解答，对于这个问题，还可
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以这样解答： 
法 2 对任意正整数 k ，当 k m≤ 时，都有 k kb a≤  

1kb +≤ 成立等价于存在 q使得 2 31 1 2 3q q q= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
4 14 5 1 m mq m q m q−≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ 成立，即存在 q，

使得下列不等式1 2q≤ ≤ ， 2 3q≤ ≤ ， 33 3 4q≤ ≤ ，
4 44 5q≤ ≤ ，， 1 11m mm q m− −− ≤ ≤ ， m m q≤ 成

立，此时问题转化为求最大的m，满足
1

1

[ 1]
m

k k

k

k k
−

=

 +


，

为非空集合，通过比较可得所求m的最大值为 5． 
有了引例、例题及其探究 1 作铺垫，学生处理

探究 2 的想法水到渠成．对于不等式 1k kq k q− ≤ ≤ ，
如果引入函数 1y k= ， 1

2
ky q −= ， 3

ky q= ，作出图象，
便于解释官方给出的答案以及法 2 的解答． 

对于 kk q≤ ，由图 4 可以观察到 3k = 时， 3 3q = ，
k 取其余值，均满足 kk q< ，所以要满足 kk q≤ 恒成
立，必须要有 3 3q ≥ ．另外，要求m的最大值，从
图 5 可以发现，当 5m = 时， 4 5q = ．所以要满足 1kq −  

k≤ ，必须要有 4 5q ≤ ，即 4 5q ≤ ．因此m的最大值
为 5，此时 3 4[ 3 5]q ∈  ， ． 

另外，本题还可以通过 ln lnln
1

k kq
k k

≤ ≤
−

对任意

{2 3 }k m∈    ，， ， 恒成立，从而 max min
ln ln( ) ln ( )

1
k kq

k k
≤ ≤

−
，

进而可得 ln 3 lnln
3 1

mq
m

≤ ≤
−

，令 ln( ) ( 2)
1

mg m m
m

= ≥
−

，

通过研究 ( )y g m= 的单调性可得结果，此处从略． 

   
图 4                图 5 

3 教学启示 
随着新课程改革的不断推进，高考试题更加注

重对学生核心素养的考查，而核心素养更加强调学
生的知识和思维能力．在高三数学复习中，解题教
学是其核心环节，我们教师应该通过解题教学，教
会学生数学的思维方法，即“会用数学的眼光观察世
界，会用数学的语言表达世界，会用数学的思维思
考世界”．同时，我们教师应该带领学生在高三复习
中返璞归真，跳出题海，真正做到高效复习．切实
做好以下几个方面： 

3.1 回归教材，构建体系 

高考时让学生感到陌生的题目，究其背景，很
多试题都可以在教材中找到原型．教材中的例习题
都是数学专家精选的，具有典型性、示范性和探究
性，作为教师，我们应该充分认识其蕴含的教育教
学价值，通过对例习题充分的挖掘和研究，帮助学
生优化认知、活跃思维，提高解题能力．所以在复
习中要注重回归教材，精选课本例习题，变式拓展，
重视习题教学中解题思路的探索与选择，重视教材
中公式、定理等推导的方法和思想的介绍，将相关
重要的知识点串联起来，构建知识网络．比如本节
课，我们可以通过等差、等比数列通项公式的特点，
建立与一次函数、指数函数之间的联系；通过数形
结合、等价转化等思想，合理选择方法解决数列中
的一类不等式恒成立问题． 

3.2 注重通法，淡化技巧 
高考试题注重对通性通法的考查，注重考查学

生的“四基”，因此在高三复习时，要注重本质，强化
通法，淡化技巧．回归本质就是要以认清数学问题
的本源为基础，探求解决问题的根本属性与规律，
达到善于解题的目标[2]．所以，我们要立足考题，充
分认识到通性通法在解答高考题时的重要性．比如
上述高考压轴题的解答方法，仍然是回归通性通法． 

另外，从高考阅卷角度来看，如果不重视通性
通法，下面一些情况很容易失分： 

（1）解题思路混乱，整个解答目的不明确，看
不出想解决什么问题； 

（2）相关过程交代不清，或没有交代，解答中
有些字符、结论出现很突然，使阅卷教师云里雾里； 

（3）解答跳步现象严重，有些结论的得到，缺
少主要依据，前后也看不出有什么因果关系． 

出现以上情况的主要原因就是因为平时不注重
对通性通法的掌握． 

因此，我们应该引导学生解题时立足基础，淡
化技巧，规范书写． 

3.3 突出变式，强化能力 
变式教学是高三复习常用的一种教学方法，波

利亚对解题过程有着精辟的论述：不断的变换你的
问题；我们必须一再地变化它，重新叙述它，直到
最后找到某些有用的东西为止．教师需要在解题教
学中将主问题及其变式串成一个系列，通过变式把
问题进行深化、拓展，通过变式把相关的问题变成
一个系列和一个主题，通过变式把原本单一的、离

( ) xg x q=

( )f x x=
1( ) xh x q −=

1.50q =

xO

y
( ) xg x q=

( )f x x=
1( ) xh x q −=

1.44q =

xO

y
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散的问题串成一个题组和一个整体．当然，变式本
身必须要围绕相关问题的数学核心概念、数学核心
思想展开，通过变式，把问题、方法、思想放在一
个系统内，进行认识、梳理、整合，从而实现题目
的一题多变、一题多解、多题一解、多题优解[3]． 

通过变式，教师要引导学生从多方面、多层次
去理解数学问题，从变中发现规律，巩固基础，建
立联系，发散思维，强化能力．在变的过程中，教
师还要引导学生学会如何思考，完善学生的认知结
构，真正提高学生分析问题、解决问题的能力． 

3.4 关注思维，提升素养 
《普通高中数学课程标准（2017 年版）》强调教

师注重学生核心素养的培养，倡导独立思考、自主
学习、合作交流的学习模式，并在教育过程中强调
重视过程性评价，促进学生在不同的学习阶段数学
核心素养水平的达成．高三阶段主要任务是复习，
在这一年内，学生将经历一轮、二轮复习，基本上
学生天天在做题，通过训练，学生的解题速度得到
了一定的提高，但是，如果一味地追求做题，忽视
在复习过程中对学生思维能力的培养，最后可能出
现的情况是高考下来，感觉三年高中数学“白学”
了．数学离不开思维，因此，在高三复习中，教师
要根据学生的认知规律和思维特点，精选典题，精
心研究教材内容的呈现方式，通过复习，不断发展
学生数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、
数学运算和数据分析能力，培养学生的“四能”．关注
学生数学思维能力的提高，能够灵活运用所学知识

解决综合问题． 
在本节课中，笔者尝试通过引领学生对问题进

行探究，从易到难，层层递进，在挖掘试题的本质
的过程中，培养学生数学抽象、逻辑推理等思维能
力，以期提高学生的数学素养． 

高考数学命题强调通性通法，压轴题也不例外． 
反观我们现在的高三复习，有些教师认为研究高考
压轴题是浪费时间，所以不愿意花时间带领学生去
领悟这些题目的味道，这就导致很多学生做到最后
一题时放弃思考．其实，处理压轴题，学生在有效
提取题设条件的关键要素和隐含信息后，需要做的
就是坚定信心，仔细分析，联想突破，认真探究，
合理转化，耐心求解[4]．教师要认真研究考题，精心
设置问题，带领学生通过复习获得清晰的知识网络，
加深对数学知识的理解，提高自身的数学素养． 
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教师解题时会思维定势，特别是之前结果类似
的问题，立刻就能大脑里提取记忆，很快给出这道
题的“简单”解法．同样面对这道题，学生的思维是没
有束缚的，非常活跃和发散，虽然解法通常会比较
繁琐，但更自然，贴近其他学生，教师可以积极引
导学上采用更好的解题方法．也有很多时候，学生
的一些解法会让人眼前一亮，极大地调动学生学习
数学的积极性．笔者在讲一元二次方程的一道习题
时，对此感受颇深． 

1 题目呈现 
关于 x的一元二次方程 2( ) ( ) ( )a b x b c x c a− + − + −  

0= 的两根相等，则 a b c  ，，的关系为            ． 
2 解法展示和分析 
解法 1 一元二次方程有两个相等的实根， 
所以 2( ) 4( )( ) 0b c a b c a− − − − = ， 
化简得 2 2 22 4 4 4 0b bc c ac ab a+ + − − + = ， 
分组分解： 2 2 2( 2 ) (4 4 ) 4 0b bc c ac ab a+ + − + + = ， 
即 2 2( ) 4 ( ) 4 0b c a b c a+ − + + = ， 


