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向量法解立体几何的几个难点解读

■向正银

摘要：在立体几何问题中，通过建立恰当的空间

直角坐标系，利用空间向量的坐标运算证明空间中的

线、面的平行与垂直关系，计算空间角及空间距离，常

与空间几何体的结构特征，空间线、面位置关系的判定

定理与性质定理等综合，以解答题出现‘1o．有时个别点

的坐标不能直接写出来，需要借助向量间的关系来转

化；有时已知条件不能直接写坐标，需要借助参数来写

坐标；有时结论是开放性问题，需要借助条件列方程，

通过方程是否有解来判断结论是否成立；有时是折叠

问题要注意折叠前后中变化与不变量，合理建系写坐

标是解答此类问题的前提．
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利用空间向量求角与距离是高考的一个高频考

点，关键是建立空间直角坐标系，在没有明显建系条件

的，先要找到两两垂直的三条线，‘2。再选择合适的原

点建系，有时个别点的坐标不能直接写出来，需要借助

向量间的关系来转化；有时已知条件不能直接写坐标，

需要借助参数来写坐标；有时结论是开放性问题，需要

借助条件列方程，通过方程是否有解来判断结论是否

成立；有时是折叠问题要注意折叠前后中变化与不变

量，合理建系写坐标是解答此类问题的前提．

一、建系后个别点的坐标直接写不出，利用向量间

的关系来转化

例l (2017届高三北京

海淀模拟试题)如图1，在三棱

柱ABC—AlBl Cl中，侧面

ABBlAl为矩形，AB=2，AAl=

212，D是AA。的中点，BD与AB。

交于点0， 且CO上平

面ABB，A，．

图1

(1)求证：平面BCD上平面AB．C；

(2)若OC=OA，求直线C，D与平面ABC所成的

角的正弦值．

解：(1)AB=2，AA。=212，D是AA．的中点，

／＼BAD—AAAlBl，／ABlB=／_ABD，／_BABl+／_ABD

=90。，／BOA=90。，BD J．ABl，CO上平面ABBlAl，

CO上AB，，BD n CO=0，ABl上平面BCD，ABl c平

面AB．C，所以平面BCD上平面ABlC．

(2)以0为原点，分别以OD，OB。，OC所在的直线

为z轴，Y轴，彳轴建立空间坐标系，

A(O，一半，o)，D(√6S-，O，o)，B(一寻万，0，o)，
'／3—} __ 一 _

c(o，0，纠--4。-)，cc．=2AD，AB=(1，,／3，0)，Dc=

(一等，0，扣)，两=(扣，扣'0)，两=D—C+
耐：(竽，去压，去压)，设平面的一个法向量为m：
(x，Y，z)，m·AB=0，m·AC=0，令戈=1，m=(1，

以，一,／2)．设直线C，D与平面ABC所成的角为Ol，
sino￡2

cos(m，DC，)I=素~／55．

点评：这道试题学生正确率很低，绝大多数学生在

C。的坐标上纠结，有的利用C。在平面ABB。A，上的投

影来写很麻烦，建系后C。的坐标不好写，借助CC，‘=2

AD，DC。=DC+CC。写出DC。的坐标，从而回避写C。

的坐标，使问题简单化．

二、题目已知数据太少无法写坐标，巧设多个参数

求解

例2 (2017年武汉市四月

高三联考试题)如图2，在三棱

柱ABC—A1日1 Cl 中， 平面

AlACCl上平面ABC，AB=BC

=2，￡ACB=30。，￡C，CB=

120。，BCl j-Al C．E为AC中点，

(1) 求证：A，c 上 平

面C．EB；

叭

图2

(2)求二面角A。一4B—C的余弦值．

解：设4。(o，啪)，两：(o，￡+万，九)，耐：
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(一1，t+2／3，h)，／C1 CB=120。，BCj=BC2+CCj一

2BC．cclcosl20。，(t+狐)2+h2+1=4+(t+万)2

+h2+2×2×√(t+万)2+h2 cosl20。，h2=2t2+惦
+6 (1)

平面A。ACCl上平面C1ABC，AB=BC=2，E为AC

中点，所以ECl上CAl，ECl·CAl=t2+√3t+h2—6

=0 (2)

<一． O一联立(1)(2)解方程组得，t=一刊3，h=洳，
J J

<一，’一—o
A(0，一√§，0)，B(1，0，0)，A，(0，一号√3，专—拍)，AB=

J J

(1，万，o)，丽=(o，一去百，每后)，设平面A。AB的一
个法向量m=(戈，Y，z)，由m·AB=0，m·AA，=0，得

一个法向量m=(一√6，√2，1)，平面ABC的一个法向
1

量咒=(0，0，1)，cos(m，咒)=了1，二面角4，一／4曰一G
j

1

的余弦值为÷．
j

点评：这道立体几何是一道难题，当时学生的正确

率不到1％，因为建系后A。的坐标不知道，标准答案是

设AA，=t，二A，AC=d两个参数，通过条件列两个方

程，解出参数，写出A．的坐标，使问题解决，实际上直

接设A，的坐标，更容易思考和计算．

三、点是平面内的动点，通过建立函数关系求最值

例3 (2017年高考荆州中学模拟冲刺试题)如图

3，在直角梯形44。B。B中，z4lAB=90。，AlBl／／AB，

4。B。=1，AB=AAl=2．直角梯形AA。C。C通过直角梯

形AA，B，B以直线AA，为轴旋转得到，且使得平面

AAlClC上平面AAlBl日．

(I)求证：平面CAB。上平面AAlB．B；

(Ⅱ)延长B1Al至点D1，使B1A。=A1Dl，E为平面

ABC内的动点，若直线D。E与平面CAB，所成的角为

’叵

d，且sina=半，求点E到点B的距离的最小值．
J

解：(I)直角梯形AA。B。日中，[4。AB=90。，直

角梯形AA。c。c通过直角梯形4A。B，B以直线AA。为轴

旋转得到，所以AC上44，，又平面AA．C，C上平面

AA。B1B，所以AC上平面AA。B。B，因为平面c平面

CAB．，所以平面CAB，j-平面AA。曰。B．

(Ⅱ)由(I)可知AC，AB，AA，两两垂直．分别以

AC，AB，AA，为戈轴、Y轴、z轴建立空间直角坐标系如图

3所示．由已知AB=AC=AAl=2AlBl=2A1 C1=2，

所以A(0，0，0)，日(0，2，0)，C(2，

0，0)，B。(0，1，2，)，A。(0，0，2)，

D，(0，一1，2)，所以AC=(2，0，

0)，AB，=(0，1，2)，设n=(a，

b，C)是平面CAB，的法向量，则z

f厅‘竺划， 即、———+ ¨r

tn·AB．=0，

图3

f2n=o， 取c：1，得n：(o，一2，1)．
【b+2c=0．

设E的坐标为(石，Y，0)，则D．E=(戈，Y+1，一2)，

由sind=I⋯(砸，以)I=擎， 得

古譬喜乓告：孚’所盱=2y_1，因为／√5 x2+(Y+1)2+4
)

BE=(戈，Y一2，0)，所以I EB I=~／z2+(Y一2)2=

√2y一1+(Y一2)2 = √，，一2，’+3 =

、亿歹二巧可，所以，当y=l时，I赢I。。=厄，所以
点E到点日的距离的最小值为√2．

点评：点E是平面ABC内的动点，建系后通过直线

D。E与平面CAB，所成的角为OL，且sind=竿这个条
，’／<

件建立函数关系式，把点E到点日的距离的表示成关

于Y的函数，通过求函数的最值求出E到点B的距离的

最小值．

四、开放性问题通过方程是否有解来判断

例4 (2017年齐鲁名校联考试题)如图4，在四

棱锥P—ABCD中，底面ABCD为直角梯形，PA=AB

=AD=÷BC=2，且／_BAD=90。，AD∥BC，刚上

平面ABCD，点M满足PM=MC，

(1)求证：平面DPC上平面BPC；

(2)若点E为Bc边上的动点，且丽BE=A，是否存

在实数A，使得二面角P—DE—B的余弦值为÷，若存

在，求出实数A的值；若不存在，请说明理由．

解析：(1)如图4，取PB中点Ⅳ，连结MN，AⅣ．

因为M是Pc中点，所以MN／／BC，MN=÷BC=

2．又因为BC／／AD，AD=2，

所以MN／／AD，MN=AD，所以四边形ADMN为平

行四边形．
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》型生————』嘤堕垦L《
因为AP上AD，AB上AD，

AP n AB=A，所以AD上平面

PAB．

因为AN c平面PAB，所

以AD_L AN，所以AN J_MⅣ．

AP=AB，

所以AⅣJ_PB，MN n PB

=N，所以AⅣ上平面PBC． 图4

因为AN／／DM，所以DM上平面PBC．从而平面

DPC上平面BPC

(2)存在符合条件的A．以4为原点，AB方向为z

轴的正方向，AD方向为Y轴的正方向，4P方向为。轴的

正方向，建立如图所示的空间直角坐标系．

设E(2，t，0)(0≤t≤4)，P(0，0，2)，D(0，2，0)，

B(2，0，0)，则PD=(0，2，一2)，DE=(2，t一2，0)．设

平面PDE的法向量n。=(戈，Y，彳)，则疗，·PD=0，以。·

DE=0，

所以f2y一2z=o，
[2x+(t一2)Y=0．

令Y=2，则z=2，z=t一2，取平面PDE的一个

法向量为咒．=(2一t，2，2)

平面DEB即为xAy平面，故其一个法向量为n．=

(0，0，1)， AD = (~／3，1，0)，COS(咒。，咒2) =

—i二二{二二=÷．解得一3或￡=1，所以A=
~／(2一t)2+4+4

J

3或A=了1．

点评：立体几何中开放性试题，应用向量法写坐标

是学生的一个难点，因为学生见到题目中的含参问题

有一种恐惧感，合理利用题目条件，巧设坐标，尽可能

减少运算是解决这类问题的关键所在．

五、折叠问题注意折叠前后变中抓不变

例5 (2014年广州高三模

拟试题)如图5，圆D直径AB=

4，点C，D为圆0上的两点，且

[CAB=45o．二DAB=60。．点F

为BC弧的中点，沿直径AB折

起，使两个半圆所在的平面互相

垂直

图5

(1)求证：OF／／平面ACD；

(2)求二面角C—AD—B的余弦值；

(3)在BC弧上是否存在点G，使得FG／／平面

ACD?若存在，试指出点G的位置，并求直线AG与平面
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ACD所成角的正弦值；若不存在，请说明理由．

解：(1)如图，以AB所在的直线为石轴，以OC所在

的直线为彳轴，以0为原点，作空间直角坐标系0一

xyz，则，点F为BC弧的中点，则点F的坐标为(0，厄，

厄)，商：(o，厄，厄)，即茆：‘T力A—C，则D，／／AC，

所以OF／／平面ACD．

(2)[DAB=60。，D(√3，一1，0)，AD=(奶，1，
0)，设二面角C—AD—B的大小为0，平面ACD的一个

法向量为咒．=(戈，Y，z)．，l。·AC=0，咒。·AD=0，令

石=1，得以。=(1，一√3，怕)，取平面ADB的一个法向
量为n．=(0，0，1)．

c。s0：c。s(，l。，咒：)：譬：』争，由图知二面角C
4／

7

厅再

一AD—B为锐角二面角C—AD—B的余弦值为兰竽．

(3)设在BC弧上存在点G，使得FG／／平面ACD．

因为OF／／平面ACD，

若平面OFG／／平面ACD，则OG／／AD，设De=A

AD(A>0)，因为AD=(怕，1，0)．

所以OG=(怕A，A，0)．因为I OG I=2，所以A=

1，所以OG=(怕，1，0)，G为BD弧的中点．

所以在BC弧上存在点G，使得FG／／平面ACD，这

时G为BD弧的中点．

设直线AG与平面ACD所成角为Ol，AG=(怕，3，

0)，平面ACD的一个法向量为n。=(1，一怕，怕)，
J 与

sincE=l cos(咒l，Ag)I=鼍}．

点评：由平面图形经过折叠在空间中得到立体图

形，由这个图形产生立体几何中的基本问题在试题设

计中十分常见，此类题求解时，一定要注意折叠前平面

图形中各线条之间的关系及量的大小，要注意折叠前

后中变化与不变量，变中抓不变是解决这类问题的

关键．
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