
板或 ＧＧＢ 等软件动态演示来验证学生计算结果，这
样既能丰富题材背景，又能帮助学生更好地理解所

学知识．
３．４　 保证习题的难易程度

习题的综合难度方面，三个版本教材在探究、运
算、知识含量因素方面所设计的题目最多，推理类题

目设计基本一致．不同点是各版本对综合难度因素

侧重有差别，人教版侧重探究、北师大版侧重于运

算、湘教版侧重于背景．教师在做优化习题设计时可

以依据学情，融合不同版本教材在章节间和章节末

分别设置 Ａ，Ｂ，Ｃ 三个梯度的习题．Ａ 组习题注重探

究和知识含量因素，适度淡化数值运算．Ｂ 组习题加

入多样化背景元素，设置一定数量开放性习题．Ｃ 组

习题增加小组合作研究型题目．
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高中数学教科书“阅读材料”的教学与思考
∗

———以“双曲线的光学性质及其应用”为例

凯 里 学 院 理 学 院　 　 ５５６０１１　 　 陆娅君　 袁　 涛　 张和平

贵州师范大学数学科学学院　 　 ５５００２５　 　 陆娅君　 袁　 涛　 　 　 　

　 　 【摘　 要】 　 “阅读材料”是开展探究性学习的重要素材，文章基于“双曲线的光学性质及其应用”内容开展教学并

作出反思：将“阅读材料”融入课堂教学中，有利于数学思想方法的渗透、培养学生的数学应用意识和探究问题的能力．
【关键词】 　 数学教科书；阅读材料；双曲线的光学性质

　 　 《普通高中数学课程标准（２０１７ 年版）》指出，教
学活动不应只限于讲授和练习，还应倡导阅读自学、
独立思考、动手实践、自主探究、合作交流等学习数学

的方式［１］ ．教材中的“阅读材料”体现了教学内容的弹

性，符合不同层次学生的发展，帮助学生掌握正文的

内容，并能促使学生内化数学思想方法、培养学生的

数学应用意识和探究问题的能力．数学教材中“阅读

材料”不应该是被教学遗忘的角落，而应该成为教学

改革的试验田［２］ ．但在实际教学中，由于其不属于考

试范围，大部分教师把它们当作学生课外学习的内

容，不予以重视，忽略了“阅读材料”的教学价值和育

人功能．本文以新人教 Ａ 版高中数学教科书“阅读材

料”中“双曲线的光学性质及其应用”为例，谈谈对阅

读材料的使用与思考．
１　 案例分析

１．１　 依托教材，创设情境

图 １

图 ２

８
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　 　 床头灯是利用灯泡照射，通过反射镜反射而散发

出光的一种装置．灯罩不需要连接电源，上面装有能旋

转的反射镜，反射镜的形状是双曲面，利用这样的装置

就能散发出光了（如图 １）．通过灯泡所在位置的纵截

面，可以得到图 １ 的纵截面图，如图 ２ 所示．
师：利用床头灯照射的原理是什么？
生：因为曲面型的反射镜将光线散发出去了．
师：这个反射镜的轴截面是一个怎样的图形？ 灯

泡应该位于哪个特殊的位置？
生：可能是双曲线的一支，灯泡位于双曲线的焦

点处．
设计意图　 依托“床头灯照射”创设情境，引导学

生分析其工作原理，进而抽象出双曲线模型，教师再

结合双曲线的相关知识进行提问，将生活问题抽象为

数学问题，让学生直观感受双曲线中光波的反射规律

与焦点有关，提升学生数学的感知能力和数学抽象的

核心素养．
１．２　 阅读发现，直观验证

问题 １　 光的反射现象如果与双曲线的焦点有

关，那么应该遵循怎样的反射规律？
在物理学中，焦点可以理解成是光线聚集的点．

把床头灯装置中反射镜的轴截面抽象成双曲线的一

支，把灯泡抽象成双曲线的一个焦点，把光线抽象成

直线，得到图 ３．开启灯泡电源时，床头灯散发出了一

束光线，实际上是由灯泡发出的．但从视觉效果上看，
每一条光线就好像是从灯泡后面某个虚拟位置（即虚

光源处） 直接发出的，可以初步判定虚光源一定位于

光线的反向延长线上．作出光线的反向延长线，得到

虚光源 Ｆ１，Ｆ１ 和灯泡所在位置 Ｆ２ 是双曲线的两个焦

点，如图 ４ 所示．图 ４ 直观地反映了光在双曲线内的反

射规律：从双曲线的一个焦点发出的光线，经过双曲

线反射后，反射光线是散开的，它们就好像是从另一

个焦点射出的一样．

图 ３　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ４　 　 　 　

问题 ２　 反射镜面与双曲线会有怎样的位置

关系？
由物理学的相关知识可得，反射镜面与双曲线的

位置关系是相切的．
问题 ３　 如何直观地验证双曲线中光的反射

规律？
可以用几何画板直观验证：首先找到双曲线的一

条切线，作为反射镜面；连接点 Ｆ２ 和切点 Ｐ，Ｆ２Ｐ 就可

以作为一条入射光线；作出反射镜面的法线 ＰＨ 之后，
就需要观察反射光线 ＰＭ 的反向延长线是否经过点

Ｆ１，如图 ５ 所示．

图 ５　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６

问题 ４　 用几何画板直观演示当点 Ｐ在双曲线上

运动时，ÐＭＰＨ和ÐＦ２ＰＨ会有怎样的数量关系？ 如图

６ 所示．
当ÐＭＰＨ ＝ ÐＦ２ＰＨ 时，也就说明反射光线的反向

延长线经过点 Ｆ１ ．改变双曲线的形状，可以发现这两

个角仍然相等．
设计意图 　 根据生活现象猜想出光在双曲线内

的反射规律，再用几何画板直观验证，尝试建立文字

与图形的联系，促使学生透过现象看数学本质．经历数

学知识抽象的过程，培养学生数学模型思想，发展学

生数学抽象、直观想象的核心素养．
１．３　 通过证明，深度探究

师：利用几何画板初步验证了光在双曲线内的反

射规律，如何从数学的角度证明？
活动：已知圆 Ｆ１ 和定点 Ｆ２（定点 Ｆ２ 不在圆 Ｆ１

上），在圆 Ｆ１ 上随机取一点 Ａ，如图 ７所示．如何通过纸

片对折的方式来做出线段 ＡＦ２ 的垂直平分线？

图 ７

图 ８
９
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只需要让点 Ａ和点 Ｆ２ 重合即可，即对折两个点，由
此便得到一条折痕，将折痕用笔画上颜色，如图 ８ 所示．

一直重复此操作过程，将点 Ａ 绕圆周一圈，你有

什么发现？ 如图 ９ 所示．

图 ９

设计意图 　 让学生动

手操作折纸活动，培养学生

动手实践、合作交流、自主

探究的能力； 使学生在操

作、观察、猜想的过程中，逐
渐领悟折痕所在直线与双

曲线的位置关系，自主构建

认知结构．通过数学活动，让
学生体验从具体到抽象的

过程，促使学生对数学现象

产生个性化的理解，培养学

生直观想象、数学抽象的核

心素养．
师：折痕所在直线与双曲线具有怎样的位置

关系？
通过折纸活动发现折痕所在直线与双曲线相切．
师：如果折痕所在直线 ｌ 与双曲线相切，那么直线

ｌ 会作为一个什么图形出现？
直线 ｌ 会作为反射镜面出现，但通过折纸活动和

几何画板的验证得到的“相切” 是不严谨的，需要进

一步证明．
问题 １　 已知双曲线的左焦点 Ｆ１ 与圆的圆心重

合，双曲线的长轴长与圆的半径相等即 ２ａ（ａ ＞ ０），点
Ａ为圆上任意一点，如何证明折痕所在直线 ｌ与双曲线

相切？
首先证明点Ｐ在双曲线上．如图１０所示，直线ＰＦ１

与 ｌ 相交于点 Ｐ；因为点 Ｐ 在线段 ＡＦ２ 的垂直平分线

上，所以连接 ＰＦ２，由垂直平分线的性质可得 ｜ ＰＡ ｜
＝ ｜ ＰＦ２ ｜ ； 根据等量替换可得： ｜ ＰＦ１ ｜ － ｜ ＰＦ２ ｜ ＝
｜ ＰＦ１ ｜ －｜ ＰＡ ｜ ＝｜ ＡＦ１ ｜ ＝ ２ａ，又因为双曲线的长轴长

为 ２ａ，所以点 Ｐ 是双曲线上的点．

图 １０　 　 　 　 　 　 　 　 图 １１
师：点 Ｐ既是双曲线上的点，同时也处于线段 ＡＦ２

的垂直平分线上，那么也只能说明点 Ｐ 是直线 ｌ 与双

曲线的一个交点，交点一定是切点吗？ 相交和相切最

主要的区别是什么？
相交和相切最主要的区别是交点的个数问题．如

果要验证相切的情况，就需要验证点 Ｐ 是直线 ｌ 与双

曲线唯一的交点．
师：如何证明一个点的唯一性？
如图 １１ 所示，在直线 ｌ 上任取一个不与点 Ｐ 重合

的点 Ｎ．点 Ｎ 在线段 ＡＦ２ 的垂直平分线上，所以满足

｜ ＮＡ ｜ ＝｜ ＮＦ２ ｜ ．因为点Ｎ与点 Ｐ并不重合，故而点Ｎ、
点 Ｆ１、点 Ａ 可构成一个三角形，由三角形的性质可得：
｜ ＮＦ１ ｜ －｜ ＮＡ ｜ ＜ ｜ ＡＦ１ ｜ ．由等量替换即得 ｜ ＮＦ１ ｜ －
｜ ＮＦ２ ｜ ＝｜ ＮＦ１ ｜ －｜ ＮＡ ｜ ＜ ｜ ＡＦ１ ｜ ＝ ２ａ，据此可说明点

Ｎ 到双曲线两个焦点的距离之差的绝对值小于 ２ａ，即
点 Ｎ 在双曲线外部．因此，直线 ｌ 上有且只有一个点 Ｐ
在双曲线上，所以直线 ｌ 与双曲线相切，点 Ｐ 是切点．

问题 ２　 已知双曲线的左焦点 Ｆ１ 与圆的圆心重

合，双曲线的长轴长与圆的半径相等即 ２ａ（ａ ＞ ０），如
图 １２ 所示，求证：∠ＭＰＨ ＝ ∠Ｆ２ＰＨ．

图 １２

因为直线 ｌ 是线段 ＡＦ２

的垂直平分线， 所以 ｜ ＣＡ ｜
＝｜ ＣＦ２ ｜ ，∠ＡＣＰ ＝∠Ｆ２ＣＰ ＝
９０°， ｜ ＰＣ ｜ ＝｜ ＰＣ ｜ ，据此可

得 △ＣＡＰ≌ △ＣＦ２Ｐ（ＳＡＳ），
即 ∠ＡＰＣ ＝ ∠Ｆ２ＰＣ． 因为

∠ＡＰＣ ＝ ∠ＭＰＤ，由等量替

换可得：∠Ｆ２ＰＣ ＝∠ＭＰＤ．因
为 ＰＨ ⊥ ｌ， 所以 ∠ＤＰＨ ＝
∠ＣＰＨ，即可得 ∠ＭＰＨ ＝ ∠Ｆ２ＰＨ．

据此可得双曲线的光学性质：从双曲线的一个焦

点发出的光线，经过双曲线反射后，反射光线是散开

的，它们就好像是从另一个焦点射出的一样．
设计意图 　 利用几何画板与折纸活动验证双曲

线的光学性质还不够严谨，需从数学的角度证明折痕

所在直线与双曲线相切、∠ＭＰＨ ＝ ∠Ｆ２ＰＨ，从而抽象

出双曲线的光学性质，体现了数学学科结构严谨、逻
辑性强的特征，培养学生数学抽象、逻辑推理的核心

素养．借助图形进行证明，体现了数形结合的思想方

法，培养学生直观想象的核心素养．
１．４　 巩固拓展，体验价值

问题１　 在问题情境中，利用床头灯散发出光时，
为什么要将反射镜设计成双曲面的形状？ 灯泡应该

位于哪个位置？ 为什么？
问题 ２　 在反射式天文望远镜的内部，为什么要

将副镜设计成双曲面的形状？ 主焦点和成像焦点应

该位于哪个位置？ 为什么？
设计意图 　 对情境内容再次提问，帮助学生梳理

０１
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知识脉络，更加清晰地认识双曲线的光学性质在床头

灯中应用的具体原理．通过相似问题，让学生进一步

巩固双曲线的相关知识，感受“双曲线的光学性质”
在生活中的广泛应用，开拓学生的数学视野．
２　 对“阅读材料” 的思考

２．１　 对案例的总结与反思

依托教材中“阅读材料” 并结合生活现象创设情

境，由此引入课题和提出相关的探究问题，接着利用

折纸活动和几何画板验证双曲线的光学性质，帮助学

生积累数学活动经验，进而发展学生直观想象的核心

素养；再用数学方法证明性质，让学生经历完整的数

学论证过程，发展学生数学抽象、逻辑推理的核心素

养；最后让学生理解双曲线的光学性质在某些装置中

的应用原理，培养学生的数学应用意识．
２．２　 渗透数学思想方法

“阅读材料” 蕴含了丰富的数学思想方法，如“探

究函数 ｙ ＝ ｘ ＋ １
ｘ

的图象与性质” 中介绍了如何根据

函数解析式研究函数图象以及根据函数图象探究函

数的相关性质，其中渗透了数形结合的思想；“集合中

元素的个数” 中介绍了根据具体实例的计算思路进而

推导出任意两个有限集合的并集中元素个数的计算

公式，体现了从特殊到一般的思想．教师应当深入剖

析“阅读材料” 所蕴含的思想方法，并合理运用其进

行教学，提高学生学习数学的能力．
２．３　 培养数学应用意识

教材中“阅读材料” 的内容与社会生活、科技生

产等有着紧密的联系．在教学中，教师应引导学生从

数学的角度观察生活，用数学语言表达问题，体验数

学的应用价值，促使学生形成数学应用意识．如“统计

学在军事中的应用” 让学生了解到利用样本估计总体

能推断出在二战时期德军每月生产的坦克数目；“圆
锥曲线的光学性质及其应用” 还介绍了手电筒发光和

电影放映机的工作原理，感悟生活处处皆数学．
２．４　 培养探究问题能力

“阅读材料” 设置了“信息技术应用” 专题，其目

的是希望教师尝试利用网络资源开展基于信息技术

的教学．在运用数学软件探究问题的过程中，学生经

历发现问题、提出猜想、独立验证等过程，能培养学生

探究问题的能力．如“概率分布图及概率计算”“探究

指数函数的性质”“利用信息技术制作三角函数表”
等，都是可以借助信息技术进行探究性学习的素材．

教材中“阅读材料” 蕴含着丰富的教育功能，教师

应当主动挖掘这些资源，进行再创造、再组织，应用到课

堂教学中，让学生在此过程中感受数学的魅力与价值．
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基于深度学习优化概念教学
———以“事件的独立性”为例

上海市嘉定区封浜高级中学　 　 ２０１８０３　 　 徐利花

　 　 【摘　 要】 　 针对高中数学概念的抽象性，教师通过深度教学，促使学生深刻理解概念的内涵和外延，牢固掌握

概念，灵活运用概念，指引学生从“浅层学习”走向“深度学习” ．以沪教版新教材“事件的独立性”为例，阐述基于深

度学习如何优化数学概念教学．
【关键词】 　 深度学习；概念教学；事件的独立性

１　 深度学习对高中数学概念教学的意义

数学概念是人脑对现实对象的数量关系和空间形

式的本质特征的一种反应形式，是数学知识的“细胞” ．

《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》 明确

提出：通过高中数学课程的学习，学生能获得进一步学

习以及未来发展所必需的数学基础知识、基本技能、基
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